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Cognome-Nome Matr. O 2pp O Pre

IN STAMPATELLO

(1) Nello spazio tridimensionale sono dati i punti A(1,0,1) e B(0,1,2) e i vettori 7 = (1,2,0)
e W = (2,0,—3). Determinare (in forma parametrica e cartesiana) il piano II passante per A e
B e parallelo a 7, e la retta r passante per 'origine O e ortogonale sia a ¢ che a . Detta poi P
la parabola y = 22 + 1 sul piano orizzontale, trovare il punto di P pit1 vicino a II.

-1
(2) Studiare f(x) = log <|$|> , e tracciarne il grafico (non & richiesta la convessita).

0 2

sin“x sin 2x

1
(3) (a) Calcolare gli integrali / (eV® —Vr+1)dz e /

0 _z 1—sinz
(b) Disegnare S = {(z,y): 2 < (z+ 1)y <4z, |z|+y < 3}, e calcolarne I'area.

20 —y+3
4 a) |Pre||2 Determinare dominio, zeri, segno e limiti interessanti di x = —
(4) (a) [Pre]|2pp] inio, zeri, segno e limiti ) =T

disegnando i risultati. Calcolare il piano tangente al grafico di f sopra (—2,1). Dire quali
sono i punti stazionari di f, e ricercarne eventuali punti di massimo o minimo locale.

(b) Disegnare linsieme K = {(x,y) : y*> =5y +4 < x < 0}, e calcolare massimo e
minimo assoluti di f su di esso (perché esistono?). (Facoltativo: dopo aver descritto come

sono fatte le curve di livello f(z,y) = « al variare di a € R, interpretare geometricamente
quanto trovato.)

(5) (a) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni y(z) di 2(x + 1)yy = 1 — y?;
calcolarne poi la soluzione tale che y(0) = —2, confrontandola con quanto trovato prima.
Stesse domande per y' + x = 2xy .

(b) Quali sono le soluzioni dell’ equazione differenziale y” — 1y’ — 2y = 4z + 5sinx + 3™~
il cui grafico taglia ’asse y con pendenza 17

)



Matematica - 2a prova parziale e Preappello straordinario del 27/01/2009 - - Soluzioni

(1) e 1l piano II passante per A(1,0,1) e B(0,1,2) e parallelo a ¥ = (1,2,0) dovra essere parallelo anche al vettore
(1,0,1) = (0,1,2) = (1, —1,—1), dunque avra forma parametrica IT = {(1,0,1) + «(1,2,0) + 5(1,—-1,-1) : o, B € R} =
{1+a+p,2a0—-p,1-p):a,feR};daz=1-Fey=2a—Fsirticavaf=1—zea= %(y—z—i—l), che messe
inz =1+ a+ 3 danno la forma cartesiana 2z — y + 3z — 5 = 0. e La retta r sara parallela al prodotto vettoriale
UAW = (—6,3,—4), dunque una forma parametrica sara r = {(0,0,0) + «(—6,3,—4) : « € R} = {(6a, —3a,4a) : o € R}:

mettendo ad esempio o = iz in (z,y) = (6, —3a) si ottiene la forma cartesiana { Zi %ZZ . o Il punto generico della
=-3

parabola P & della forma (t,t*+1,0),*) la cui distanza dal piano IT & data da d(t) = |2(t>7(t2\+/%+3(0)75| = ﬁ(tQ —2t+6);

essendo d'(t) = \/%(t —1) > 0 per ¢ > 1, ricaviamo che il punto di P piu vicino a II & quello con t = 1, ovvero (1,2,0).

(2) (Vedi Figura 1) Il dominio A di f(z) = log(ﬁ) ¢ dato da 230‘2‘117;171 > 0: poiché il numeratore ¢ positivo per
z < —1o0z>1e il denominatore per z < —% o = > 1, si ottiene A =]— 00, —1[ U ]— %,1[ U ]1,400[. In A la funzione
¢ derivabile infinite volte, tranne che in z = 0 in cui (a causa del modulo) & probabile si abbia un punto angoloso. I
limiti interessanti sono determinati, e valgono lim, .+« f(z) = —oco (con andamento logaritmico, dunque senza asintoti
lineari), lim,_, _;- f(x) = —oo, limwﬁ_%+ f(x) = +oo e limgy 1 f(x) = limg—1 log(5557) = log(3) = —log3 ~ —1,1. Gli
Jz]—1
2z2—z—1
mentre per z < 0 si ha —z — 1 = 22% — z — 1, da cui nuovamente z = 0. Si ha poi f(x) > 0 quando
2z(z—1) __
222 —z—1 2:L‘+1

=1, ovvero |z| — 1 = 2z® — 2 — 1: per z > 0 si ottiene 2 — 1 = 22% —x — 1, da cui z = 0,
|z|—1

222 —x—1

zeri si hanno quando

> 1, ovvero

202

222 —|z|—a .
2z —x—1

222 —z—1

< 0: se z > 0 si ottiene < 0, sempre falsa; se invece x < 0 si ha < 0, verificata per

—1 < < 0. Derivando per z > 0 si trova f'(z) = zzz:gi_l (202 _922;227;%1);)@ L 2;+1, che & sempre negativa, dunque

202 —g—1 —(22%—x—1)—(dz—1)(—z—1) _ 2z (z+2)

—xz—1 (222 —x—1)2 - (z+1)(222—2—1)"
che nel dominio si annulla per x = —2 ed ¢ positiva per z < —2, dunque x = —2 & punto di massimo relativo con
f(=2) =log i = —2log3 ~ —2,2. Si noti infine che f(0) = lim, o- f'(z) = 0 mentre f1(0) = lim, o+ f'(z) = -2,
dunque in x = 0 si ha effettivamente un punto angoloso, come era da attendersi.

f & strettamente decrescente; invece per x < 0 si trova f'(x) =

(3) (a) Si ha fo —Vz+1)dr = fol eV®dx — fol Vz + 1dx; posto u = /z (ovvero z = u?) e v = x + 1 si ottiene
fo “2udu — f1 Vudo = (2(u — 1)e*]s — (Zoy0]f = (0) — (-2) — ((%) - (%)) = 2(2—+v2) ~ 08. e Ponendo

= sinz (dunque dt = cosz dzx) e ricordando che sin2z = 2sinx cosz si ottiene ff Smfzs%zh dr = -2 f81 % dt =
2 [P (Pt L) dt=— (1153+1752+1t+10g|t—1\]91 = —2((0)—(—§+§—1+log2)) =—(2-2log2) ~—0,3.
(b) (Vedi Figura 2) L’insieme S = {(z,y) : 2 < (z + 1)y < 4z, |z| —|— y < 3} & rappresentato in figura. Poiché vale
x+1 = m‘ffl solo per z = %,vale x‘fl =3- |ac| solopera:*levale x—H =3—|z|perz=+v2+1,-2—-+v3e-2+3

1
(ma in realtd ci interessa solo = /2 + 1), si ricava che larea di S & f11 g dr + f\fﬂ —xz)dz + fj§+1 Spde =

1
A(z —log |z + 1]} + (3z — 3212+ 2(log |z + 1112, | = 4(1 —log2) —4(3 —log 3) + (3vVZ +3 - 32+ 1 +2v2)) —
(3)+2log 2 —2log(2+ v2) = 1+ 2v/2 — 10log 2 + 6log 3 — 2log(2 + V2) ~ 1.

(4) (a) (Vedi Figura 3) I soli punti che non fanno parte del dominio di f(z,y) = 2242

z+y?
@ = —y”; gli zeri sono i punti della retta 2z — y + 3 = 0 (esclusi ovviamente A(—1,1) e B(—2,—3), intersezioni con la
parabola che dunque non appartengono al dominio); il numeratore & positivo sotto la retta, il denominatore lo & a destra
della parabola, e il segno di f ne segue per quoziente. I limiti interessanti sono nei punti della parabola e in cos (punto
all’'infinito del dominio): nei punti della parabola diversi da A e B il limite & co (col segno + o — a seconda del lato da cui si
tende, come si pud vedere dal segno di f); in A, B e ooz invece il limite non esiste (tendendovi lungo la retta 2z —y+3 =0
esso € 0, ma in ogni intorno di ciascuno dei tre punti vi sono altri punti della parabola, avvicinandosi ai quali la funzione
diverge a c0). Le derivate parziali % = 2(z+y211;(22)127y+3) = 2(3;2;;%)}3 e % = 71(I+y2;2355171’+3) - ?i‘j_yy;‘;”;(jy
sono continue in tutto il dominio, dunque la funzione ¢ differenziabile ovunque; il piano tangente al grafico di f sopra
(=2,1) ¢ allora z =2+ 0(z — (—2)) + 5(y — 1), ovvero ha forma cartesiana 5y — z — 3 = 0. Infine, il sistema af = gg 0
¢ privo di soluzioni (si trovano solo A e B, che perd non sono accettabili) e dunque non ci sono punti stazmnarl in

particolare nemmeno punti di estremo locale.

(b) (Vedi Figura 3) Gli estremi assoluti di f su K = {(,y) : y> — 5y +4 < 2 < 0} esistono per il teorema di Weierstrass,
perché K & un insieme compatto (cioé chiuso e limitato) tutto contenuto nel dominio di f, che & continua. Nei punti
interni di K tali estremi assoluti non potranno di certo essere assunti: infatti, se in uno di questi punti fosse ad esempio
assunto il minimo assoluto, esso dovrebbe essere in particolare un punto di minimo locale, e allora ’avremmo individuato

sono quelli della parabola

Win altre parole, P & parametrizzata da v : R — R® data da v(t) = (z(t), y(t), z(t)) = (¢, 4 1,0).



tra i punti stazionari: ma, come visto, non ce ne sono. Pertanto gli estremi assoluti di f su K saranno assunti in

qualche punto del bordo di K. Nei punti particolari P(0,1) e Q(0,4) vale f(P) = 2 e f(Q) = —15. Sul tratto di
parabola z = y? — by + 4, descritto dalla variabile y con 1 < y < 4, la funzione vale f(y2 —5y+4,y) = 2;‘;;_17;51}11:
derivando rispetto a y si ottiene (4y711)<2y275(7’2:;1175(?/%;52)(2@’2711y+11> = gz;:gii’z)ﬂl , che si annulla in y = 4 (accettabile)
ey = —% (non accettabile). Otteniamo cosl un altro punto di bordo in cui pud essere assunto uno dei due estremi,
ovvero R(f%, %) in cui vale f(R) = 71—71. Infine, sul segmento verticale dell’asse y, pure esso descritto dalla variabile
y con 1 <y < 4, la funzione vale f(0,y) = _ny23: derivando rispetto a y si ottiene yy—;‘"’, che si annulla in y = 6 (non

accettabile). Gli estremi di f su K possono essere dunque assunti solo nei punti P, Q e R: e basta confrontare i valori
di f in essi per concludere che il massimo assoluto € 2 (assunto in P) e il minimo & —1—71 (assunto in R). e Le curve di
livello f(z,y) = 2217?’;;3 = a, ovvero 2z — y + 3 = a(z + y?), passano tutte per i punti A e B (che sono perd fuori dal
dominio di f): per a # 0 e a # 2 esse sono delle parabole z = ﬁ(aﬁ + y — 3), mentre per a = 0 si ottiene la retta

2z —y + 3 = 0 (gia nota, infatti, come luogo degli zeri di f) e per o = 2 si ottiene (y — 1)(2y + 3) = 0, ovvero 'unione
delle rette y = 1 (passante per P) e y = —%. La figura da allora I'interpretazione geometrica cercata: la curva di livello
11

piu bassa, con a = —==, incontra K in R; mentre quella piti alta, con a = 2, incontra K in P.

(5) (a) L’equazione 2(z + 1)yy’ = 1 —y? & a variabili separabili. Se x = —1 si ricava 0 = 1 —y(—1)?, ovvero y(—1) = F1:

in altre parole, un’eventuale soluzione definita in = —1 dovra valere ivi —1 oppure +1 (in effetti, per di li passano le
2
uniche soluzioni costanti y = F1). Per z # —1 si ha invece ¢y’ = %7 dunque se x > —1 le soluzioni saranno crescenti

pery< —leper0<y<1l esex < —1per —1 <y <O0epery>1 Nel nostro caso, separando le variabili si ha
13'1;2 dy = %H dz, da cui (supponendo gia che z > —1) si ha —log|1 — y?| = log(x + 1) + k, e imponendo che y(0) = —2
si ottiene k = —log3, da cui —log|1 — 3?| = log(x + 1) — log3, da cui log|l — ¢?| = log :%4-17 zj’_l

3 3 44 . . .
T+1 pang T dacui (scegliendo ancora il meno)

y(z) = —Mi—j’_;‘, che & effettivamente crescente all’intorno di z = 0. e L’equazione y’ + x = 2xy & invece lineare; da

da cui |1 —y?| =

ovvero 1l —y? =F (e sceglieremo il meno), ovvero y?—1= da cui y? =

y' = x(2y — 1) si ha che per = > 0 le soluzioni sono crescenti quando y > %, e per z < 0 quando y < %: pertanto la
soluzione da noi cercata avra un punto di massimo. La forma y' + p(z)y = q(z) & data da p(z) = —2z e q(z) = —z:
essendo P(z) = [p(x)dx = —z* e [ @g(z)dr = — fxe_“”2 dx = %e‘mz si ricava y(x) = 6”2(56_12 +k)= %—i—kem?, e
imponendo che y(0) = —2 si trova —2 =
assoluto in z = 0.

% +k, ovvero k = —g, da cui y(z) = %(1 — 56’2), che come previsto ha massimo
(b) L’equazione 3" — 3" — 2y = 4z + 5sinz + 3¢~ ¢ lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. I’equazione
caratteristica & A2 — X\ — 2 = 0 ha radici semplici —1 e 2, pertanto lo spazio delle soluzioni dell’omogenea associata & dato
da y = Ae™® + Be?®, con A, B € R qualsiasi. Per la soluzione particolare, sfruttando il principio di sovrapposizione per
bi(z) = 4z, ba(z) = 5sinz e bs(z) = 3e™” si trova §1(z) = —2z + 1, §2(z) = 3(cosz — 3sinz) e Js(z) = —ze %, da
cui l'integrale generale y(z) = Ae™” + Be* — 2z + 1+ %(cosm —3sinz) —ze” , con A, B € R qualsiasi. La condizione
proposta equivale a imporre y'(0) = 1: essendo y'(z) = —Ae™* + 2Be®” — 24+ L (—sinz — 3cosz) + (z — 1)e” " si
ricava 1 = —A + 2B — 2 — % — 1, ovvero B = i(QA + 11), dunque le soluzioni cercate sono quelle del tipo y(x) =
Ae " + 1(2A411)e** — 2z + 1 + S(cosz — 3sinz) — ze”*, con A € R qualsiasi.

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Dominio (parte colorata), zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio)

della funzione f dell’ex. 4; I'insieme K (blu), con evidenziati i punti e le curve di livello in cui f raggiunge gli estremi assoluti su K.
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IN STAMPATELLO

Tema B

(1) Nello spazio tridimensionale sono dati i punti A(0,1,—2) e B(1,0,—1) e i vettori 7 =
(2,0,3) e w = (1,2,0). Determinare (in forma parametrica e cartesiana) il piano II passante per
A e B e parallelo a w, e la retta r passante per lorigine O e ortogonale sia a ¢ che a w. Detta
poi P la parabola y = x? + 1 sul piano orizzontale, trovare il punto di P piu vicino a IL.

202 +x—1
(2) Studiare f(x) = log <a:‘—’|—x1) , e tracciarne il grafico (non ¢ richiesta la convessita).
x —

2

3
3m in2 1
(3) (a) Calcolare gli integrali / PSS T AT b e / (Vz+1-—eV®)dz.
0

- 1—cosz
(b) Disegnare S = {(z,y): 3 —|z| >y, 2 < (x+ 1)y <4z}, e calcolarne I'area.

. .. . . A 20 4+y+3
4 a) |Pre||2 Determinare dominio, zeri, segno e limiti interessanti d x = —
(4) (a) [Pre]|2pp] i inio, zeri, segno e limiti i bdi f(oy) = 5

disegnando i risultati. Calcolare il piano tangente al grafico di f sopra (—2,—1). Dire quali
sono i punti stazionari di f, e ricercarne eventuali punti di massimo o minimo locale.

(b) Disegnare l'insieme K = {(z,y) : y> + 5y + 4 < = < 0}, e calcolare massimo e
minimo assoluti di f su di esso (perché esistono?). (Facoltativo: dopo aver descritto come

sono fatte le curve di livello f(z,y) = « al variare di a € R, interpretare geometricamente
quanto trovato.)

(5) (a) Studiare a priori la crescenza delle soluzioni y(z) di x+y’ = 2zy; calcolarne poi
la soluzione tale che y(0) = —2, confrontandola con quanto trovato prima. Stesse domande

per 2(z + 1)yy’ =1 —y>.

(b) Quali sono le soluzioni dell” equazione differenziale y” —y — 2y = 3e™* + 5sinx + 4z
il cui grafico taglia ’asse y con pendenza —17

)
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(1) e 1l piano II passante per A(0,1,—2) e B(1,0,—1) e parallelo a @ = (1,2,0) dovra essere parallelo anche al vettore
(1,0,—1) — (0,1,-2) = (1, —1,1), dunque avra forma parametrica IT = {(0,1,—2) + «(1,2,0) + 8(1,-1,1) : o, B € R} =
{(a+6,1+2a—-08,-2+0):a,0€R};daz=-24+Fey=14+2a—Fsiricava B =2z+2e a = %(y+z—|—1), che
messe in £ = « + 0 danno la forma cartesiana 2z — y — 3z — 5 = 0. e La retta r sara parallela al prodotto vettoriale
AW = (—6,3,4), dunque una forma parametrica sara r = {(0,0,0) + a(—6,3,4) : « € R} = {(6c, -3, —4a) : @ € R}:

— 3
mettendo ad esempio o = —iz in (z,y) = (6, —3a) si ottiene la forma cartesiana { z: gjz . o Il punto generico della
=1

parabola P & della forma (t,t2+1,0),*) la cui distanza dal piano IT & data da d(t) = ‘2“)7“%&%73(0)7“ = \/%(tz —2t+6);
2

essendo d'(t) = —2(t — 1) > 0 per t > 1, ricaviamo che il punto di P pit vicino a II & quello con ¢ = 1, ovvero (1, 2,0).
Vid

(2) (Vedi Figura 1) Il dominio A di f(z) = log(zl*"izll) e dato da 2';':# > 0: p01che il numeratore ¢ positivo per

< —1o0x> 3 e il denominatore per z < —1 o & > 1, si ottiene A =]— 0o, —1[ U ]—1,4[ U]1,+oo[. In A la funzione

¢ derivabile infinite volte, tranne che in z = 0 in cui (a causa del modulo) & probablle si abbia un punto angoloso. I

limiti interessanti sono determinati, e valgono lim, .+« f(z) = 400 (con andamento logaritmico, dunque senza asintoti
lineari), limy——1 f(z) = limy—1log(1 —2z) =log3 ~ 1,1, lim__ - f(z) = —oc e lim,_,;+ f(x) = +oco. Gli zeri si hanno
2

2x2+x—1

EE 1, ovvero 222+ —1 = |x| — 1: per > 0 si ottiene 2024+ x—1=2xz—1, da cui £ = 0 mentre per z < 0

si ha 22% + 2 — 1 = —z — 1, da cui nuovamente = 0. Si ha poi f(x) > 0 quando % > 1, ovvero %Mﬂ > 0:

2z(z+1) _

—z—1

quando

> 0, verificata per z > 1; se invece z < 0 si ha —2x > 0, sempre vera. Derivando

—z—1 (4z+1)(—z—1)—(— 1)(21 +z—1) _ 2
2x24+x—1 (—xz—1)2 - 2x—17

se x > 0 si ottiene éfc I

che & sempre negativa, dunque f & strettamente

per x < 0 si trova f'(z) =

decrescente; invece per z > 0 si trova f'(z) = 2121”171 <4x+1)(x?;:)(§x2_”_1) = (mif)f;’;;i)zil), che nel dominio si annulla
per © = 2 ed & positiva per x > 2, dunque z = 2 & punto di minimo relativo con f(2) = log9 = 2log3 ~ 2,2. Si noti
infine che f’ (0) = lim,_o— f'(z) = —2 mentre f}(0) = lim,_ o+ f'(z) = 0, dunque in z = 0 si ha effettivamente un
punto angoloso, come era da attendersi.

3
3) (a ) Ponendo ¢ = cosz (dunque dt = —sinz dz) e ricordando che sin 2z = 2sinz cos z si ottiene [ 2 Coqlzzc%ﬁ dz =
2[° rdt=2[°( t2+t+1+i)dt =2(3°+ 12 +t+log|t— 112 =2((0) — (-2 + 1 —1+1og2)) = 2 —2log2 ~ 0,3.
e Si ha fo Vr+1—eV® fo v+ 1ldr — fo eV® du; posto u = /& (ovvero x = u?) e v = x + 1 si ottiene

2 u
J? Vodv— [} et udu = <gvﬂ1—< (=1l = (A2) = (2) - (0) = (-2)) = ~4(2 — V2) ~ —038.
(b) (Vedi Figura 2) L’insieme S = {(z,y) : 3—|z| >y, 2 < (z + 1)y < 496} ¢ rappresentato in figura. Poiché vale
%H: ﬁfl solo per z = 3, vale m—3—|x| solo per z = 1 e vale % —|z|perz=+v2+1, —2—3e —-2+3
1

(ma in realtd ci interessa solo & = v/2 4 1), si ricava che I’area di S & fll f—ﬂ dx + f\fﬂ —x)dx + fj§+1 %H dr =

4(z —log |z + 1|]1% + (3z — 122V 4+ 2(log |z + 1|]5ﬁ+1 =4(1—log2) —4(5 —log 2) + 3vV2+3 -1 (2+ 1+ 2v2)) —
(2) +2log 2 —2log(2 +v2) =1+ 2v2 — 10log 2 + 6log 3 — 2log(2 + v2) ~ 1.

(4) (a) (Vedi Figura 3) I soli punti che non fanno parte del dominio di f(z,y) = 22442

z+y?
x = —y?; gli zeri sono i punti della retta 2z +y + 3 = 0 (esclusi ovviamente A(—1,—1) e B(—2,2), intersezioni con la
parabola che dunque non appartengono al dominio); il numeratore & positivo sopra la retta, il denominatore lo & a destra
della parabola, e il segno di f ne segue per quoziente. I limiti interessanti sono nei punti della parabola e in co2 (punto
all’infinito del dominio): nei punti della parabola diversi da A e B il limite & oo (col segno + o — a seconda del lato da cui si
tende, come si pud vedere dal segno di f); in A, B e ooz invece il limite non esiste (tendendovi lungo la retta 2z+y+3 =0
esso € 0, ma in ogni intorno di ciascuno dei tre puntl vi sono altri punti della parabola, avvicinandosi ai quali la funzione
diverge a c0). Le derivate parziali % — 20ty i+2(2)x+y+3) 2(124:;2;23 e % Loty <)I+252()2§+”+3) z+y2?jizg)2zy2f6y
sono continue in tutto il dominio, dunque la funzione ¢ differenziabile ovunque; il piano tangente al grafico di f sopra
(=2,-1) ¢ allora z = 2+ 0(z — (—2)) + (=5)(y — (—1)), ovvero ha forma cartesiana 5y + z + 3 = 0. Infine, il sistema
% = g]yc = 0 & privo di soluzioni (si trovano solo A e B, che perd non sono accettabili) e dunque non ci sono punti
stazionari, in particolare nemmeno punti di estremo locale.

(b) (Vedi Figura 3) Gli estremi assoluti di f su K = {(z,y) : y* +5y+4 < x < 0} esistono per il teorema di Weierstrass,
perché K & un insieme compatto (cioé chiuso e limitato) tutto contenuto nel dominio di f, che & continua. Nei punti
interni di K tali estremi assoluti non potranno di certo essere assunti: infatti, se in uno di questi punti fosse ad esempio

sono quelli della parabola

Win altre parole, P & parametrizzata da v : R — R® data da v(t) = (z(t), y(t), 2(t)) = (¢, t*> 4 1,0).



assunto il minimo assoluto, esso dovrebbe essere in particolare un punto di minimo locale, e allora ’avremmo individuato
tra i punti stazionari: ma, come visto, non ce ne sono. Pertanto gli estremi assoluti di f su K saranno assunti in qualche
punto del bordo di K. Nei punti particolari P(0,—1) e Q(0,—4) vale f(P) =2 e f(Q) = —15. Sul tratto di parabola

2y +11y+11,
2y2+5y+4 °
11

x = y* + 5y + 4, descritto dalla variabile y con —4 < y < —1, la funzione vale f(y? + 5y +4,y) = derivando
(4y+11)(2y2+5(y2;;1:_75(y4f33)(2y2+11y+11) _ _g%ﬁiﬂg? che si annulla in y = ~-u (accettabile) e
Yy = % (non accettabile). Otteniamo cosi un altro punto di bordo in cui pud essere assunto uno dei due estremi, ovvero
R(—%7 —1—61) in cui vale f(R) = —%. Infine, sul segmento verticale dell’asse y, pure esso descritto dalla variabile y con
—4 <y < —1, la funzione vale f(0,y) = yy*;’: derivando rispetto a y si ottiene —yy—ff, che si annulla in y = —6 (non
accettabile). Gli estremi di f su K possono essere dunque assunti solo nei punti P, e R: e basta confrontare i valori
di f in essi per concludere che il massimo assoluto & 2 (assunto in P) e il minimo & —1—71 (assunto in R). e Le curve di
livello f(z,y) = % = a, ovvero 2z + y + 3 = oz + 3?), passano tutte per i punti A e B (che sono perod fuori dal
dominio di f): per a # 0 e a # 2 esse sono delle parabole z = ﬁ(agf — y — 3), mentre per o = 0 si ottiene la retta

2z +y + 3 = 0 (gid nota, infatti, come luogo degli zeri di f) e per a = 2 si ottiene (y + 1)(2y — 3) = 0, ovvero 'unione

delle rette y = —1 (passante per P) e y = % La figura da allora l'interpretazione geometrica cercata: la curva di livello

piu bassa, con o = —%7 incontra K in R; mentre quella piu alta, con o = 2, incontra K in P.

rispetto a y si ottiene

(5) (a) L’equazione z +y' = 2xy & lineare; da y' = x(2y — 1) si ha che per = > 0 le soluzioni sono crescenti quando y > %,
e per z < 0 quando y < %: pertanto la soluzione da noi cercata avra un punto di massimo. La forma y’ + p(z)y = q(z)
¢ data da p(z) = —2z e g(z) = —a: essendo P(z) = [p(z)de = —2* e [P @g(z)dx = ffxe_zz dr = %e‘“z si
ricava y(x) = 6”2(%(?I2 +k) =1+ kez2, e imponendo che y(0) = —2 si trova —2 = $ + k, ovvero k = —2, da cui
y(z) = 3(1— 56’2), che come previsto ha massimo assoluto in z = 0. e L’equazione 2(x + 1)yy’ = 1 — 3> & invece a
variabili separabili. Se 2 = —1 si ricava 0 = 1 — y(—1)2, ovvero y(—1) = F1: in altre parole, un’eventuale soluzione
definita in x = —1 dovra valere ivi —1 oppure +1 (in effetti, per di li passano le uniche soluzioni costanti y = F1).
B
esex < —1 per —1 <y < 0epery > 1. Nel nostro caso, separando le variabili si ha

Per x # —1 si ha invece y' = dunque se x > —1 le soluzioni saranno crescenti per y < —1 e per 0 < y < 1,

2y 1
1—y?2 z+1

(supponendo gia che z > —1) si ha —log |1 — y?| = log(z + 1) + k, e imponendo che y(0) = —2 si ottiene k = — log 3,

dy = dz, da cui

da cui —log |1 — 4?| = log(x + 1) — log 3, da cui log |1 — y?| = log zil’ da cui [1 —¢?| = zi“ ovvero 1 — y* = :F%H (e
sceglieremo il meno), ovvero y? — 1 = %H’ da cui y? = :iff, da cui (scegliendo ancora il meno) y(z) = —,/ %, che &

effettivamente crescente all’intorno di x = 0.

(b) L’equazione y"” — 3" — 2y = 4z + 5sinz + 3¢~ ¢ lineare del secondo ordine a coefficienti costanti. IL’equazione
caratteristica & A2 — X\ — 2 = 0 ha radici semplici —1 e 2, pertanto lo spazio delle soluzioni dell’omogenea associata & dato
da y = Ae™® + Be?®, con A, B € R qualsiasi. Per la soluzione particolare, sfruttando il principio di sovrapposizione per

bi(z) = 3e™", ba(x) = 5sinz e b3(z) = 4z si trova §1(z) = —ze *, J2(z) = L(cosz — 3sinz) e §s(z) = -2z + 1, da
cui I'integrale generale y(z) = Ae™* + Be** — ze™* 4+ 1(cosz — 3sinz) — 22 + 1, con A, B € R qualsiasi. La condizione
proposta equivale a imporre y'(0) = —1: essendo y'(z) = —Ae * 4+ 2Be* + (z — 1)e* + 4 (—sinz — 3cosz) — 2 si

ricava —1 = —A+2B — 1 — % — 2, ovvero B = i(ZA + 7), dunque le soluzioni cercate sono quelle del tipo y(z) =
Ae " + 1(2A+ T7)e* —ze " + L(cosz — 3sinz) — 2z + 1, con A € R qualsiasi.

/

1. Il grafico della funzione dell’ex. 2. 2. L’insieme dell’ex. (3.b). 3. Dominio (parte colorata), zeri (rosso), segno positivo (giallo) e negativo (grigio)

della funzione f dell’ex. 4; I'insieme K (blu), con evidenziati i punti e le curve di livello in cui f raggiunge gli estremi assoluti su K.



