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Testo della prova  
 

QUESITO 1 (_____/3) 
Risolvere il seguente problema di Cauchy:  

 
2'

1 1

yy
x

y

  

 

 

 
QUESITO 2  (_____/3) 
Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea:   
 

" 3 ' 2 2y y y x     
 



 
QUESITO 3  (_____/3) 
Dopo aver verificato che esistono una coppia di coefficienti reali A e B tali che: 

2
6

4 22 8
A B

x xx x
 

  
 

studiare la convergenza dell’integrale 25

6
2 8

dx
x x



   e scriverne il valore, in caso di convergenza. 

 
QUESITO 4  (_____/4) 
La superficie S in figura è delimitata dagli assi cartesiani, dalla funzione 

  4 xf x xe  e dalla retta 2x  . 

a) Calcolare l’area della regione S. 
Calcolare inoltre il volume del solido generato da una rotazione com-
pleta della superficie S rappresentata in figura: 
b) attorno all’asse x; 
c) attorno all’asse y. 

 
QUESITO 5  (_____/4) 
Risolvere i seguenti sistemi lineari: 

a) 
2 0

2 0
3 2 0

x y z
x y z
x y z

  
   
   

 b) 
3 8

2 5 9
6 2 3 1

x y z
x y z
x y z

  
   
   

 

 
QUESITO 6  (_____/3) 

Determinare il rango della matrice 

5 0 1
2 1 0 1
2 1 0

3 1 1 0

e

e

 
 
 
  
 
 

 

 
QUESITO 7  (_____/3) 
In un allevamento vi sono trote suddivise in tre diverse classi di età; la percentuale di sopravvivenza dalla prima 
alla seconda classe è il 60% e quella dalla seconda alla terza è il 50%. Ciascuna femmina di trota genera 4 femmine 
durante il secondo periodo e 3 durante il terzo. La prima classe di età non è riproduttiva. 
a) Scrivere la matrice di Leslie e disegnare il diagramma di vita della popolazione. 

b) In un certo istante t la popolazione è espressa dal vettore 

190
30
20

tN
 
   
 
 


. Qual è la composizione 1tN 


della 

popolazione dopo un intervallo di previsione? Qual era la composizione 1tN 


 nell’intervallo di previsione 
precedente? 

 
QUESITO 8  (_____/5) 
Dallo studio del clima in una certa zona si è notato che le condizioni meteo del giorno 1t   dipendano solo da 
quelle del giorno t, ma non da quelle dei giorni precedenti. Per semplicità di costruzione del modello, supponiamo 
che vi siano solo tre possibili condizioni meteorologiche: sereno (S), nuvoloso (N), pioggia (P). 
Il diagramma di flusso che rappresenta la situazione climatica è il seguente:   



 

e lo stato climatico al giorno t è rappresentato dal vettore  
t

t

t

S
C t N

P

 
   
 
 


. 

a) Scrivere la matrice di transizione del sistema. 

b) Oggi il tempo è  
1

0 0
0

C
 
   
 
 


. Come sarà il tempo tra due giorni? 

Sereno:                 % Nuvoloso:                 % Pioggia:                 % 
 
QUESITO 9  (_____/3) 
Il territorio di due comunità montane può essere suddiviso percentualmente come nella seguente tabella.  

 Lunghezza 
 (1) bosco (2) arbusti (3) prato 

Comunità 1 35% 20% 45% 
Comunità 2 40% 35% 25% 

Dal prossimo anno le due comunità verranno accorpate, in una comunità unica. Determinare le proporzioni della 
nuova comunità, costituita dall’unione delle precedenti, sapendo che il territorio della prima è di 320 ettari, men-
tre quello della seconda ne misura 480. 
 
 
 
TOT: ____________/30 



A1 
 

Soluzione (A) 
 
n. 1 

 
2'

1 1

yy
x

y

  

 

 

L’equazione differenziale 2' yy
x

   è a variabili separabili. Infatti: 

2' yy
x

    2
dy y
dx x

    2
1dy dx

y x
   

Integrando ad ambo i membri otteniamo: 

1 2
1ln y c c
x

   ,  

ove 1c  e 2c  sono costanti reali arbitrarie; otteniamo quindi: 

2 1
1ln y c c
x

     1ln y c
x

  ,  

ove 2 1c c c   è una costante reale arbitraria. 
Passando all’esponenziale otteniamo: 

1 1c cx xy e e e


    
Concludendo: la soluzione generale dell’equazione differenziale è del tipo  

1
xy k e  ,  

ove k è una costante reale arbitraria. 
Dobbiamo determinare k in modo che valga la condizione  1 1y  : 

1 k e    11k e
e

   

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy è 
1 1
xy e


  
 
n. 2 
Risolviamo l’equazione differenziale  
 " 3 ' 2 2y y y x    . (1) 
L’equazione omogenea associata è 
 " 3 ' 2 0y y y     (2) 
ed il suo polinomio caratteristico è 

2 3 2 0     
Dal momento che: 

1,2

2
3 19 8 1
2

1



 

      





 

Quindi la soluzione generale dell’equazione (2) è: 
2

1 2
x xc e c e     

Cerchiamo ora una soluzione particolare della (1); proviamo con un polinomio di 1° grado: 
ax b    

Derivando otteniamo ' a   e " 0  . 
Sostituendo nella (1) otteniamo: 

 0 3 2 2a ax b x       ,  



A2 
 

che dev’essere soddisfatta per ogni x . Dev’essere, quindi: 

2 1
3 2 2

a
a b


   
  

1
2

3 2 2
2

a

b

 

   


  

1
2

7
4

a

b

 

  


 

Quindi 1 7
2 4

x    e l’integrale generale della (1) è: 

2
1 2

1 7
2 4

x xy c e c e x          

 
n. 3 

Affinchè 2
6

4 22 8
A B

x xx x
 

  
 per ogni  \ 2,4x   dev’essere: 

  
   
  

   
  

2 4 2 46
4 2 4 2 4 2

A x B x A B x A B
x x x x x x

     
 

     
  

ovvero  
0

2 4 6
A B

A B
 

  
  

2 4 6
A B

B B
 

  
  

6 6
A B

B
 

 
  

1
1

A
B


  
 

Risulta, quindi: 

2
6 1 1

4 22 8 x xx x
 

  
 

Studiamo la convergenza di: 

2 25 5 5

6 6 1 1lim lim
4 22 8 2 8

b b

b b
dx dx dx

x xx x x x



 
  

        

Integrando otteniamo: 

55
5

1 1 4 4 1 4ln 4 ln 2 ln ln ln ln ln 7
4 2 2 2 7 2

bb b x b bdx x x
x x x b b

                      

e quindi: 

25 5

6 1 1 4lim lim ln ln 7 ln1 ln 7 ln 7
4 2 22 8

b

b b

bdx dx
x x bx x



 


      

      

 l’integrale è convergente a ln 7  
 
n. 4 
a) L’area cercata è: 

 2 2

0 0
4 xArea f x dx xe dx    

Integrando per parti otteniamo: 

   2 22 2 2 2 2 0 2
0 0 00

2 2 1 3x x x xxe dx x e e dx e e e e e e                            

e quindi 

 2 2 2
0

4 4 1 3xArea xe dx e u     

b) Per calcolare il volume del solido ottenuto ruotando S di un giro completo attorno all’asse x utilizziamo 
il metodo delle fette; l’elemento di volume è: 

 
22 2 24 16x x

xdV f x dx xe dx x e dx             
Integrando otteniamo: 



A3 
 

22 22 2
2 2 2

0 0
0

16 16 2
2 2

x x
x

x
e eV x e dx x x dx 
 


  
           

   

22 22 2
4 2 4

0 0
0

16 2 32 16
2 2

x x
x e ee x e dx e x dx  

 
  

                       
   

4 22 2
4 4 4 2

0 0
32 16 2 32 16 8

2 2

x
xe ee dx e e e dx    

 
    

               

 
22 4

4 4 4 4 3

0

148 8 48 8 4 52 4 1 13
2 2 2

xe ee e e e u      
 

      
              

   
 

 
c) Per calcolare il volume del solido ottenuto ruotando S di un giro completo attorno all’asse y utilizziamo 

il metodo dei gusci cilindrici; l’elemento di volume è: 
  22 8 x

ydV x f x dx x e dx      
Integrando otteniamo: 

     
2 2 222 2

00 0 0
2 8 8 2x x x

yV x f x dx x e dx x e x e dx                    

2 2
2 2

0 0
8 4 2 32 16x xe xe dx e xe dx                 

     
22 22 2 2

00 0
32 16 32 16 2 16x x xe x e e dx e e e                              

   2 2 2 2 364 16 1 16 80 16 1 5e e e e u                
 

n. 5 

a) 
2 0

2 0
3 2 0

x y z
x y z
x y z

  
   
   

  sommando la 1° con la 2°: 
2 0

3 3 0
3 2 0

x y z
x z
x y z

  
  
   

  sommando la 1° con la 3°: 

2 0
0

4 4 0

x y z
x z

x z

  
  
  

  
2 0
0
0

x y z
x z
x z

  
  
  

  
2 0
0

x y z
x z
  

  
  

Il sistema si è ridotto a 2 equazioni (tra loro indipendenti) in 3 incognite ed ammette pertanto 1  
soluzioni: 

2 0z y z
x z
   
  

  
0y z

x z
 

  
  

x z
y z
 

  
 

Soluzioni:  , ,k k k  , per ogni k  
 

b) 
3 8

2 5 9
6 2 3 1

x y z
x y z
x y z

  
   
   

  
2 2 6 16
2 5 9
6 2 3 1

x y z
x y z
x y z

  
   
   

  
6 6 18 48
7 7 7
6 2 3 1

x y z
y z
x y z

  
   
   

 
3 8

1
8 21 47

x y z
y z
y z

  
   
   

 

 
1 3 8
1

8 8 21 47

x z z
y z
z z

   
  
    

  
2 7

1
13 39

x z
y z

z

 
  
  

  
7 6 1
3 1 2
3

x
y
z

  
   
 

 

Soluzione:  1,2,3  
 
n. 6 



A4 
 

Osservando con attenzione la matrice 
5 0 1
2 1 0 1
2 1 0

3 1 1 0

e

e

 
 
 
  
 
 

 

si nota facilmente che la 4° riga è la somma della 1° con la 3°. Pertanto il rango della matrice è minore di 4. 
Calcoliamo il determinante della sotto-matrice 

5 0 1
2 1 0
2 1 0

 
 
 
  

  

utilizzando il Teorema di Laplace. Otteniamo: 

 1 3
5 0 1

2 1
2 1 0 1 1 4 0

2 1
2 1 0

    



 

 il rango della matrice è 3. 
 
n. 7 
Iniziamo disegnando il diagramma di vita delle trote della popolazione. 

 

Sulla base del diagramma disegnato, la matrice di Leslie della popolazione è 
0 4 3

0.6 0 0
0 0.5 0

L
 
   
 
 

 

Calcoliamo: 

1

0 4 3 190 180
0.6 0 0 30 114
0 0.5 0 20 15

t tN L N

    
           
    
    

 
 

Vogliamo ora trovare la composizione 1tN 


 della popolazione nel periodo precedente. 

Poniamo 1t

x
N y

z


 
   
 
 


 ed applichiamo la matrice L; 1t tN L N  

 
 se e solo se: 

4 3 190
3 30
5

20
2

y z

x

y


  

 





  
50
40

4 3 190

x
y

y z


 
  

  
50
40

160 3 190

x
y

z


 
  

  
50
40

3 30

x
y
z


 
 

 
50
40
10

x
y
z


 
 

 

Risulta quindi: 



A5 
 

1

50
40
10

tN 

 
   
 
 


 

 
n. 8 
Consideriamo il diagramma: 

 
La tabella seguente mostra le transizioni che si possono dedurre dal diagramma: 

 tS  tN  tP  

1tS   0.5 0.35 0.5 

1tN   0.35 0.5 0.5 

1tP  0.15 0.15 0 
Dalla tabella si ottiene la matrice di transizione  

0.5 0.35 0.5
0.35 0.5 0.5
0.15 0.15 0

M
 
   
 
 

 

 
Le condizioni metereologi che richieste sono      2 1 0C M C M M C      

  
 (tra due giorni): 

o    
0.5 0.35 0.5 1 0.5

1 0 0.35 0.5 0.5 0 0.35
0.15 0.15 0 0 0.15

C M C
    
           
    
    

 
 

o    
0.5 0.35 0.5 0.5 0.4475

2 1 0.35 0.5 0.5 0.35 0.425
0.15 0.15 0 0.15 0.1275

C M C
    
           
    
    

 
 

 
Sereno:    44.75 % Nuvoloso: 42.5 % Pioggia:  12.75  % 

 
n. 9 
La composizione del territorio della 1° comunità montana è: 

1

0.35 112
320 0.2 64

0.45 144
C ettari ettari

   
       
   
   


;  

quella della 2° è: 



A6 
 

2

0.4 192
480 0.35 168

0.25 120
C ettari ettari

   
       
   
   


 

La composizione del territorio della comunità montana risultante dalla fusione delle due precedenti è: 

1 2

112 192 304
64 168 232

144 120 264
C C C ettari

     
              
     
     

  
 

La superficie complessiva del territorio è  320 480 800S ettari   . 
La nuova proporzione vale: 

o Bosco: 304 100 38%
800

   

o Arbusti: 168 100 21%
800

   

o Prato: 264 100 33%
800
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Nome e cognome: _________________________________ Matricola: __________________________ 
 
Si prega inoltre di compilare i seguenti campi, in base alla scelta che si intende fare. 
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voti già conseguiti in appelli d'esame precedenti. 
 
Firma:  __________________________________________ Numero di fogli consegnati: ______________ 
 
 Intendo ritirarmi; chiedo che il mio compitino non venga corretto nè valutato. NOTA: Ritirandosi da un parziale, 
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Lorenzo Meneghini 
 

Testo della prova  
 

QUESITO 1 (_____/3) 
Risolvere il seguente problema di Cauchy:  

 
3

2'

1 2

y y
x

y

  

 

 

 
QUESITO 2  (_____/3) 
Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea:   
 

" ' 2 2 1y y y x     
 



 
QUESITO 3  (_____/3) 
Dopo aver verificato che esistono una coppia di coefficienti reali A e B tali che: 

2
1

1 23 2
A B

x xx x
 

  
 

studiare la convergenza dell’integrale 23

1
3 2

dx
x x



   e scriverne il valore, in caso di convergenza. 

 
QUESITO 4  (_____/4) 
La superficie S in figura è delimitata dagli assi cartesiani, dalla funzione 

  24 xf x xe  e dalla retta 1x  . 

a) Calcolare l’area della regione S. 
Calcolare inoltre il volume del solido generato da una rotazione com-
pleta della superficie S rappresentata in figura: 
b) attorno all’asse x; 
c) attorno all’asse y. 

 
QUESITO 5  (_____/4) 
Risolvere i seguenti sistemi lineari: 

a) 
2 0

2 0
0

x y z
x y z

x z

  
   
  

 b) 
3 8

2 5 9
5 4 6 15

x y z
x y z

x y z

  
   
    

 

 
QUESITO 6  (_____/3) 

Determinare il rango della matrice 

2 1 1 0

4 0 1
2 1 0 1

2 1 1





 
 

 
 
 
  

 

 
QUESITO 7  (_____/3) 
In un allevamento vi sono trote suddivise in tre diverse classi di età; la percentuale di sopravvivenza dalla prima 
alla seconda classe è il 60% e quella dalla seconda alla terza è il 40%. Ciascuna femmina di trota genera 5 femmine 
durante il secondo periodo e 3 durante il terzo. La prima classe di età non è riproduttiva. 
a) Scrivere la matrice di Leslie e disegnare il diagramma di vita della popolazione. 

b) In un certo istante t la popolazione è espressa dal vettore 

210
30
12

tN
 
   
 
 


. Qual è la composizione 1tN 


della 

popolazione dopo un intervallo di previsione? Qual era la composizione 1tN 


 nell’intervallo di previsione 
precedente? 

 
QUESITO 8  (_____/5) 
Dallo studio del clima in una certa zona si è notato che le condizioni meteo del giorno 1t   dipendano solo da 
quelle del giorno t, ma non da quelle dei giorni precedenti. Per semplicità di costruzione del modello, supponiamo 
che vi siano solo tre possibili condizioni meteorologiche: sereno (S), nuvoloso (N), pioggia (P). 
Il diagramma di flusso che rappresenta la situazione climatica è il seguente:   



 

e lo stato climatico al giorno t è rappresentato dal vettore  
t

t

t

S
C t N

P

 
   
 
 


. 

a) Scrivere la matrice di transizione del sistema. 

b) Oggi il tempo è  
1

0 0
0

C
 
   
 
 


. Come sarà il tempo tra due giorni? 

Sereno:                 % Nuvoloso:                 % Pioggia:                 % 
 
QUESITO 9  (_____/3) 
Il territorio di due comunità montane può essere suddiviso percentualmente come nella seguente tabella.  

 Lunghezza 
 (1) bosco (2) arbusti (3) prato 

Comunità 1 25% 30% 45% 
Comunità 2 50% 25% 25% 

Dal prossimo anno le due comunità verranno accorpate, in una comunità unica. Determinare le proporzioni della 
nuova comunità, costituita dall’unione delle precedenti, sapendo che il territorio della prima è di 350 ettari, men-
tre quello della seconda ne misura 450. 
 
 
 
TOT: ____________/30 



B1 
 

Soluzione (B) 
 
n. 1 

 
3

2'

1 2

y y
x

y

  

 

 

L’equazione differenziale 3
2'y y
x

   è a variabili separabili. Infatti: 

3
2'y y
x

    3
2dy y

dx x
    32dy x dx

y
   

Integrando ad ambo i membri otteniamo: 
2

1 2ln y c x c   ,  
ove 1c  e 2c  sono costanti reali arbitrarie; otteniamo quindi: 

2 12
1ln y c c
x

     2
1ln y c
x

  ,  

ove 2 1c c c   è una costante reale arbitraria. 
Passando all’esponenziale otteniamo: 

2 2
1 1c

cx xy e e e


    
Concludendo: la soluzione generale dell’equazione differenziale è del tipo  

2
1
xy k e  ,  

ove k è una costante reale arbitraria. 
Dobbiamo determinare k in modo che valga la condizione  1 2y  : 

2 k e    12 2k e
e

   

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy è 
2

1 1
2 xy e


  

 
n. 2 
Risolviamo l’equazione differenziale  
 " ' 2 2 1y y y x    . (1) 
L’equazione omogenea associata è 
 " ' 2 0y y y     (2) 
ed il suo polinomio caratteristico è 

2 2 0     
Dal momento che: 

1,2

2
1 31 8 9
2

1



 

      



 

Quindi la soluzione generale dell’equazione (2) è: 
2

1 2
x xc e c e    

Cerchiamo ora una soluzione particolare della (1); proviamo con un polinomio di 1° grado: 
ax b    

Derivando otteniamo ' a   e " 0  . 
Sostituendo nella (1) otteniamo: 

 0 2 2 1a ax b x      ,  
che dev’essere soddisfatta per ogni x . Dev’essere, quindi: 



B2 
 

2 2
2 1

a
a b
 
   

  
1

1 2 1
a

b
 

   
  

1
0

a
b
 

 
 

Quindi x    e l’integrale generale della (1) è: 
2

1 2
x xy c e c e x        

 
n. 3 

Affinchè 2
1

1 23 2
A B

x xx x
 

  
 per ogni  \ 1,2x  dev’essere: 

  
   
  

   
  

2 1 21
1 2 1 2 4 2

A x B x A B x A B
x x x x x x

     
 

     
  

ovvero  
0

2 1
A B

A B
 

   
  

2 1
A B

B B
 

   
  

1
A B

B
 

  
  

1
1

A
B
 

 
 

Risulta, quindi: 

2
1 1 1

2 13 2 x xx x
 

  
 

Studiamo la convergenza di: 

2 23 3 3

1 1 1 1lim lim
2 13 2 3 2

b b

b b
dx dx dx

x xx x x x



 
  

        

Integrando otteniamo: 

33
3

1 1 2 2 1 2ln 2 ln 1 ln ln ln ln ln 2
2 1 1 1 2 1

bb b x b bdx x x
x x x b b

                      

e quindi: 

23 3

1 1 1 2lim lim ln ln 2 ln1 ln 2 ln 2
2 1 13 2

b

b b

bdx dx
x x bx x



 


      

      

 l’integrale è convergente a ln 2  
 
n. 4 
a) L’area cercata è: 

 1 1 2
0 0

4 xArea f x dx xe dx    

Integrando per parti otteniamo: 

 
1 12 2 21 12 2 2 2 2 0

0 0
00

1 1 1 1 1 1 3
2 2 2 2 2 2 4 4

x x x xe e exe dx x e e dx e e e
  

                             
  

e quindi 

 
21 2 2 2

0

1 34 4 1 3
4

x eArea xe dx e u


  
     

 
  

b) Per calcolare il volume del solido ottenuto ruotando S di un giro completo attorno all’asse x utilizziamo 
il metodo delle fette; l’elemento di volume è: 

 
22 2 2 44 16x x

xdV f x dx xe dx x e dx             
Integrando otteniamo: 

14 41 1
2 4 2

0 0
0

16 16 2
4 4

x x
x

x
e eV x e dx x x dx 
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14 4 41 1
4 4

0 0
0

116 4 8
4 2 4 4

x x
xe e ex e dx e x dx  

  
 

    
                   

   

4 1 1
4 4 4 4 4

0 0

14 8 4 2 2
4 4

x xee e dx e e e dx    


     
          

    

 
14 4

4 4 4 4 3

0

1 136 2 6 2 1 13
4 4 4 2 2 2

xe ee e e e u     
 

      
              

   
 

 
c) Per calcolare il volume del solido ottenuto ruotando S di un giro completo attorno all’asse y utilizziamo 

il metodo dei gusci cilindrici; l’elemento di volume è: 
  2 22 8 x

ydV x f x dx x e dx      
Integrando otteniamo: 

 
12 21 1 1

2 2 2

0 0 0
0

2 8 8 2
2 2

x x
x

y
e eV x f x dx x e dx x x dx  
 


                 
      

    

2 1 1
2 2 2

0 0
8 4 8

2
x xe xe dx e xe dx  


   

       
    

 
1 12 2 21

2 2 2

0
00

4 8 4 4 8
2 2 4

x x xe e ee x dx e e    
  

  
                                 

  

   2 2 2 2 38 2 1 2 10 2 1 5e e e e u                
 

n. 5 

a) 
2 0

2 0
0

x y z
x y z

x z

  
   
  

  sommando la 1° con la 2°: 
2 0

3 3 0
0

x y z
x z

x z

  
  
  

  
2 0
0
0

x y z
x z
x z

  
  
  

  
2 0
0

x y z
x z
  

  
  

Il sistema si è ridotto a 2 equazioni (tra loro indipendenti) in 3 incognite ed ammette pertanto 1  
soluzioni: 

2 0z y z
x z
   
  

  
0y z

x z
  
  

  
x z
y z
 

 
 

Soluzioni:  , ,k k k , per ogni k  
 

b) 
3 8

2 5 9
5 4 6 15

x y z
x y z

x y z

  
   
    

  
2 2 6 16
2 5 9

5 4 6 15

x y z
x y z

x y z

  
   
    

  
5 5 15 40
7 7 7

5 4 6 15

x y z
y z
x y z

  
   
    

 
3 8

1
9 25

x y z
y z

y z

  
   
  

 

 
3 8

1
8 24

x y z
y z
z

  
   
 

  
2 9 8

1 2
3

x
y z
z

  
   
 

  
1
2
3

x
y
z


 
 

 

Soluzione:  1,2,3  
 
n. 6 
Osservando con attenzione la matrice 



B4 
 

2 1 1 0

4 0 1
2 1 0 1

2 1 1





 
 

 
 
 
  

 

si nota facilmente che la 4° riga è la differenza tra la 3° con la 2°  il rango della matrice è minore di 4. 
Calcoliamo il determinante della sotto-matrice 

2 1 0
4 0 1
2 1 1

 
 
 
 
 

  

utilizzando il Teorema di Laplace. Otteniamo: 

       1 1 1 2
2 1 0

0 1 4 1
4 0 1 2 1 1 1 2 1 4 2 4 0

1 1 2 1
2 1 1

               

 il rango della matrice è 3. 
 
n. 7 
Iniziamo disegnando il diagramma di vita delle trote della popolazione. 

 

Sulla base del diagramma disegnato, la matrice di Leslie della popolazione è 
0 5 3

0.6 0 0
0 0.4 0

L
 
   
 
 

 

Calcoliamo: 

1

0 5 3 210 186
0.6 0 0 30 126
0 0.4 0 12 12

t tN L N

    
           
    
    

 
 

Vogliamo ora trovare la composizione 1tN 


 della popolazione nel periodo precedente. 

Poniamo 1t

x
N y

z


 
   
 
 


 ed applichiamo la matrice L; 1t tN L N  

 
 se e solo se: 

5 3 210
3 30
5
2 12
5

y z

x

y


  

 





  
50
30

5 3 210

x
y
y z


 
  

  
50
30

150 3 210

x
y

z


 
  

  
50
30

3 60

x
y
z


 
 

 
50
30
20

x
y
z


 
 

 

Risulta quindi: 

1

50
30
20

tN 
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n. 8 
Consideriamo il diagramma: 

 
La tabella seguente mostra le transizioni che si possono dedurre dal diagramma: 

 tS  tN  tP  

1tS   0.5 0.35 0.5 

1tN   0.35 0.4 0.5 

1tP  0.15 0.25 0 
Dalla tabella si ottiene la matrice di transizione  

0.5 0.35 0.5
0.35 0.4 0.5
0.15 0.25 0

M
 
   
 
 

 

 
Le condizioni metereologi che richieste sono      2 1 0C M C M M C      

  
 (tra due giorni): 

o    
0.5 0.35 0.5 1 0.5

1 0 0.35 0.4 0.5 0 0.35
0.15 0.25 0 0 0.15

C M C
    
           
    
    

 
 

o    
0.5 0.35 0.5 0.5 0.4475

2 1 0.35 0.4 0.5 0.35 0.39
0.15 0.25 0 0.15 0.1625

C M C
    
           
    
    

 
 

 
Sereno:    44.75 % Nuvoloso: 39 % Pioggia:  16.75  % 

 
n. 9 
La composizione del territorio della 1° comunità montana è: 

1

0.25 87.5
350 0.3 105

0.45 157.5
C ettari ettari

   
       
   
   


;  

quella della 2° è: 

2

0.5 225
450 0.25 112.5

0.25 112.5
C ettari ettari

   
       
   
   


 



B6 
 

La composizione del territorio della comunità montana risultante dalla fusione delle due precedenti è: 

1 2

87.5 225 312.5
105 112.5 217.5

157.5 112.5 270
C C C ettari

     
              
     
     

  
 

La superficie complessiva del territorio è  350 450 800S ettari   . 
La nuova proporzione vale: 

o Bosco: 312.5 100 39.06%
800

   

o Arbusti: 217.5 100 27.19%
800

   

o Prato: 270 100 33.75%
800
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Testo della prova  
 

QUESITO 1 (_____/3) 
Risolvere il seguente problema di Cauchy:  

 
4

3'

1 1

y y
x

y

 

 

 

 
QUESITO 2  (_____/3) 
Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea:   
 

" ' 2 1y y y x     
 



 
QUESITO 3  (_____/3) 
Dopo aver verificato che esistono una coppia di coefficienti reali A e B tali che: 

2
2

3 58 15
A B

x xx x
 

  
 

studiare la convergenza dell’integrale 26

2
8 15

dx
x x



   e scriverne il valore, in caso di convergenza. 

 
QUESITO 4  (_____/4) 
La superficie S in figura è delimitata dagli assi cartesiani, dalla funzione 

  22
x

f x xe


  e dalla retta 4x  . 

a) Calcolare l’area della regione S. 
Calcolare inoltre il volume del solido generato da una rotazione com-
pleta della superficie S rappresentata in figura: 
b) attorno all’asse x; 
c) attorno all’asse y. 

 
QUESITO 5  (_____/4) 
Risolvere i seguenti sistemi lineari: 

a) 
0

2 7 3 0
2 3 0

y z
x y z
x y z

 
   
   

 b) 
3 8

2 2 5
6 2 0

x y z
x y z

x y z

  
    
   

 

 
QUESITO 6  (_____/3) 

Determinare il rango della matrice 

2 0 2 1
2 1 1 0
2 1 0 1

4 1 2 0

 
 

 
 
 
  

 

 
QUESITO 7  (_____/3) 
In un allevamento vi sono trote suddivise in tre diverse classi di età; la percentuale di sopravvivenza dalla prima 
alla seconda classe è il 50% e quella dalla seconda alla terza è il 40%. Ciascuna femmina di trota genera 4 femmine 
durante il secondo periodo e 3 durante il terzo. La prima classe di età non è riproduttiva. 
a) Scrivere la matrice di Leslie e disegnare il diagramma di vita della popolazione. 

b) In un certo istante t la popolazione è espressa dal vettore 

210
20
12

tN
 
   
 
 


. Qual è la composizione 1tN 


della 

popolazione dopo un intervallo di previsione? Qual era la composizione 1tN 


 nell’intervallo di previsione 
precedente? 

 
QUESITO 8  (_____/5) 
Dallo studio del clima in una certa zona si è notato che le condizioni meteo del giorno 1t   dipendano solo da 
quelle del giorno t, ma non da quelle dei giorni precedenti. Per semplicità di costruzione del modello, supponiamo 
che vi siano solo tre possibili condizioni meteorologiche: sereno (S), nuvoloso (N), pioggia (P). 
Il diagramma di flusso che rappresenta la situazione climatica è il seguente:   



 

e lo stato climatico al giorno t è rappresentato dal vettore  
t

t

t

S
C t N

P

 
   
 
 


. 

a) Scrivere la matrice di transizione del sistema. 

b) Oggi il tempo è  
1

0 0
0

C
 
   
 
 


. Come sarà il tempo tra due giorni? 

Sereno:                 % Nuvoloso:                 % Pioggia:                 % 
 
QUESITO 9  (_____/3) 
Il territorio di due comunità montane può essere suddiviso percentualmente come nella seguente tabella.  

 Lunghezza 
 (1) bosco (2) arbusti (3) prato 

Comunità 1 45% 20% 35% 
Comunità 2 35% 25% 40% 

Dal prossimo anno le due comunità verranno accorpate, in una comunità unica. Determinare le proporzioni della 
nuova comunità, costituita dall’unione delle precedenti, sapendo che il territorio della prima è di 360 ettari, men-
tre quello della seconda ne misura 440. 
 
 
 
TOT: ____________/30 
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Soluzione (C) 
 
n. 1 

 
4

3'

1 1

y y
x

y

 

 

 

L’equazione differenziale 4
3'y y
x

  è a variabili separabili. Infatti: 

4
3'y y
x

   4
3dy y

dx x
   43dy x dx

y
  

Integrando ad ambo i membri otteniamo: 
3

1 2ln y c x c    ,  
ove 1c  e 2c  sono costanti reali arbitrarie; otteniamo quindi: 

2 13
1ln y c c
x

      3
1ln y c
x

   ,  

ove 2 1c c c   è una costante reale arbitraria. 
Passando all’esponenziale otteniamo: 

3 3
1 1c

cx xy e e e
  

    
Concludendo: la soluzione generale dell’equazione differenziale è del tipo  

3
1
xy k e


  ,  

ove k è una costante reale arbitraria. 
Dobbiamo determinare k in modo che valga la condizione  1 1y  : 

1 k e    11k e
e

   

Pertanto la soluzione del problema di Cauchy è 
3

1 1
xy e

 
  

 
n. 2 
Risolviamo l’equazione differenziale  
 " ' 2 1y y y x    . (1) 
L’equazione omogenea associata è 
 " ' 2 0y y y     (2) 
ed il suo polinomio caratteristico è 

2 2 0     
Dal momento che: 

1,2

2
1 31 8 9

2
1




      





 

Quindi la soluzione generale dell’equazione (2) è: 
2

1 2
x xc e c e    

Cerchiamo ora una soluzione particolare della (1); proviamo con un polinomio di 1° grado: 
ax b    

Derivando otteniamo ' a   e " 0  . 
Sostituendo nella (1) otteniamo: 

 0 2 1a ax b x      ,  
che dev’essere soddisfatta per ogni x . Dev’essere, quindi: 



C2 
 

2 1
2 1

a
a b

 
  

  

1
2

1 2 1
2

a

b

  

   


  

1
2
3
4

a

b

  

  


 

Quindi 1 3
2 4

x     e l’integrale generale della (1) è: 

2
1 2

1 3
2 4

x xy c e c e x         

 
n. 3 

Affinchè 2
2

3 58 15
A B

x xx x
 

  
 per ogni  \ 3,5x  dev’essere: 

   
  

   
  2

5 3 5 32
3 5 3 58 15

A x B x A B x A B
x x x xx x
     

 
    

  

ovvero  
0

5 3 2
A B
A B
 

  
  

5 3 2
A B

B B
 

  
  

2 2
A B

B
 

  
  

1
1

A
B
 

 
 

Risulta, quindi: 

2
2 1 1

5 38 15 x xx x
 

  
 

Studiamo la convergenza di: 

2 26 6 6

2 2 1 1lim lim
5 38 15 8 15

b b

b b
dx dx dx

x xx x x x



 
  

        

Integrando otteniamo: 

66 6

1 1 5 5 1 5ln 5 ln 3 ln ln ln ln ln 3
5 3 3 3 3 3

b
b b x b bdx x x

x x x b b
   

                   

e quindi: 

26 6

2 1 1 5lim lim ln ln 3 ln1 ln 3 ln3
5 3 38 15

b

b b

bdx dx
x x bx x



 


      

      

 l’integrale è convergente a ln 3  
 
n. 4 
a) L’area cercata è: 

 4 4 2
0 0

2
x

Area f x dx xe dx


    

Integrando per parti otteniamo: 

 
2 4

4 4 2 2 2 0 22 2 2 2
0 0

00

2 2 8 2 2 8 2 2 2 12 4
x x x x

xe dx x e e dx e e e e e e
      

    
                  
        

 
  

e quindi 

 4 2 22
0

2 8 1 3
x

Area xe dx e u
     

b) Per calcolare il volume del solido ottenuto ruotando S di un giro completo attorno all’asse x utilizziamo 
il metodo delle fette; l’elemento di volume è: 

 
2

2 222 4
x

x
xdV f x dx xe dx x e dx  
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Integrando otteniamo: 

   
4 442 2

00 0
4 4 2x x x

xV x e dx x e x e dx                

 
4 444 4

00 0
4 16 2 64 8x x xe x e dx e x e e dx                              

4 4
4 4 4 4

0 0
64 8 4 64 32 8x xe e e dx e e e dx                        

   44 4 4 4 4 3
0

96 8 96 8 1 8 104 8 1 13xe e e e e e u                           
 

c) Per calcolare il volume del solido ottenuto ruotando S di un giro completo attorno all’asse y utilizziamo 
il metodo dei gusci cilindrici; l’elemento di volume è: 

  2 22 4
x

ydV x f x dx x e dx 


    
Integrando otteniamo: 

 
4

4 4 4
2 22 2 2

0 0 0
0

2 4 4 2 2 2
x x x

yV x f x dx x e dx x e x e dx  
  

                           
    

4 4
2 22 2

0 0
4 32 4 128 16

x x

e xe dx e xe dx  
   

       
 

   

 
4 4

4
2 2 22 2 2

0
00

128 16 2 2 128 16 8 32 2
x x x

e x e e dx e e e    
    

                                     
  

   2 2 2 2 3256 64 1 64 320 64 1 5e e e e u                
 

n. 5 

a) 
0

2 7 3 0
2 3 0

y z
x y z
x y z

 
   
   

  sottraendo la 3° dalla 2°: 
0

2 7 3 0
4 4 0

y z
x y z

y z

 
   
  

  
2 7 3 0

0
0

x y z
y z
y z

  
  
  

  

2 7 3 0
0

x y z
y z

  
  

  

Il sistema si è ridotto a 2 equazioni (tra loro indipendenti) in 3 incognite ed ammette pertanto 1  
soluzioni: 

2 7 3 0x y z
y z

  
  

  
2 0x z

y z
 

  
  

2x z
y z
 

  
 

Soluzioni:  2 , ,k k k  , per ogni k  
 

b) 
3 8

2 2 5
6 2 0

x y z
x y z

x y z

  
    
   

  
2 2 6 16
2 2 5

6 2 0

x y z
x y z

x y z

  
    
   

  sottraendo tra loro le prime due equazioni: 
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7 21
2 2 5

6 2 0

z
x y z

x y z


    
   

 
3

2 2 3 5
6 6 0

z
x y

x y


    
   

  
3

1
6 6

z
x y

x y


   
  

  
3

1
6 6

z
x y

x y


   
  

 sommando membro a 

membro la 2° equazione con la 3°: 
3

1
5 5

z
x y

x


   
 

  
1

1 1
3

x
y

z

 
   
 

  
1

0
3

x
y
z

 
 
 

        Soluzione:  1,0,3  

n. 6 
Osservando con attenzione la matrice 

2 0 2 1
2 1 1 0
2 1 0 1

4 1 2 0

 
 

 
 
 
  

 

si nota facilmente che la 3° riga è la somma tra la 1° e la 4°  il rango della matrice è minore di 4. 
Calcoliamo il determinante della sotto-matrice 

2 0 1
2 1 0
2 1 1

 
 
 
 
 

  

utilizzando il Teorema di Laplace. Otteniamo: 

     1 1 1 3
2 0 1

1 0 2 1
2 1 0 2 1 1 1 2 2 2 2 0

1 1 2 1
2 1 1

 


               

 il rango della matrice è 3. 
 
n. 7 
Iniziamo disegnando il diagramma di vita delle trote della popolazione. 

 

Sulla base del diagramma disegnato, la matrice di Leslie della popolazione è 
0 4 3

0.5 0 0
0 0.4 0

L
 
   
 
 

 

Calcoliamo: 

1

0 4 3 210 116
0.5 0 0 20 105
0 0.4 0 12 8

t tN L N

    
           
    
    

 
 

Vogliamo ora trovare la composizione 1tN 


 della popolazione nel periodo precedente. 

Poniamo 1t

x
N y

z


 
   
 
 


 ed applichiamo la matrice L; 1t tN L N  

 
 se e solo se: 
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4 3 210
1 20
2
2 12
5

y z

x

y


  

 

 

  
40
30

120 3 210

x
y

z


 
  

   
40
30

3 90

x
y
z


 
 

 
40
30
30

x
y
z


 
 

 

Risulta quindi: 

1

40
30
30

tN 

 
   
 
 


 

 
n. 8 
Consideriamo il diagramma: 

 
La tabella seguente mostra le transizioni che si possono dedurre dal diagramma: 

 tS  tN  tP  

1tS   0.4 0.15 0.5 

1tN   0.25 0.5 0.5 

1tP  0.35 0.35 0 
Dalla tabella si ottiene la matrice di transizione  

0.4 0.15 0.5
0.25 0.5 0.5
0.35 0.35 0

M
 
   
 
 

 

 
Le condizioni metereologi che richieste sono      2 1 0C M C M M C      

  
 (tra due giorni): 

o    
0.4 0.15 0.5 1 0.4

1 0 0.25 0.5 0.5 0 0.25
0.35 0.35 0 0 0.35

C M C
    
           
    
    

 
 

o    
0.4 0.15 0.5 0.4 0.3725

2 1 0.25 0.5 0.5 0.25 0.4
0.35 0.35 0 0.35 0.2275

C M C
    
           
    
    

 
 

 
Sereno:    37.25 % Nuvoloso: 40 % Pioggia:  22.75  % 
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n. 9 
La composizione del territorio della 1° comunità montana è: 

1

0.45 162
360 0.2 72

0.35 126
C ettari ettari

   
       
   
   


;  

quella della 2° è: 

2

0.35 154
440 0.25 110

0.4 176
C ettari ettari

   
       
   
   


 

La composizione del territorio della comunità montana risultante dalla fusione delle due precedenti è: 

1 2

162 154 316
72 110 182

126 176 302
C C C ettari

     
              
     
     

  
 

La superficie complessiva del territorio è  360 440 800S ettari   . 
La nuova proporzione vale: 

o Bosco: 316 100 39.5%
800

   

o Arbusti: 182 100 22.75%
800

   

o Prato: 302 100 37.75%
800

   

 
 
 


