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Lorenzo Meneghini 
 

Testo della prova d'esame 
Parte A 

Svolgere il quesito 1 (studio di funzione) più 2 quesiti a scelta tra i restanti 4. 
 
QUESITO 1 (____/6) 

Studiare la funzione  
2

2
12
1

xf x
x





, determinando esplicitamente dominio, parità, segno ed eventuali 

intersezioni con gli assi, eventuali asintoti, monotonia ed eventuali estremi. Dopo aver verificato che 

 
 

2

32

1 3" 8
1

xf x
x





, determinare i punti di flesso della funzione. Disegnare il grafico. 

 



QUESITO 2 (____/5) 

Scrivere l'equazione della tangente t al grafico della funzione  
xef x x
x

   nel suo punto di ascissa 2x  . 

Tra le rette ortogonali a t determinare quella passante per il punto 2
82,

4
P

e
 
  

. 

 
QUESITO 3 (____/5) 
Tra i seguenti limiti, uno non può essere calcolato mediante il Teorema di de l'Hospital. Specificare quale 
dopo averli calcolati, motivando esaurientemente la risposta: 

a) 
2

2lim
2

x

x

e
x x




 b) 
 
 20

1
lim

ln 4 1

x

x

x e

x





 c) 

4

3
1 lnlim

x

x
x


  

 
QUESITO 4 (____/5) 
Classificare i punti di non derivabilità delle seguenti funzioni. 
a)   3 23f x x x   b)   3 2g x x x   

 
QUESITO 5 (____/5) 
L’uva fragola è un’uva a bacca rotondeggiante. Si è notato che tra la superficie S di un acino (in cm2) ed 
il suo volume V (in cm3) esiste una relazione, che può essere espressa, in scala logaritmica, da 

ln 1.5761 0.6667 lnS V   
Applicando le proprietà dei logaritmi, determinare i coefficienti  e   della relazione allometrica 
S V    (approssimati alla 4° cifra decimale). Stimare, inoltre: 
a) la superficie di un acino di volume 30.37cm ; 
b) il volume di un acino la cui superficie è di 22.2cm . 

 
QUESITO 6 (____/5) 
In un parco naturale vengono immessi 80 caprioli. A causa della scarsità di risorse ambientali, si prevede 
che a lungo andare la popolazione possa avvicinarsi alla soglia limite di 1600 esemplari, senza però 
superarla.  

Sapendo che la crescita della popolazione è modellizzata tramite la curva logistica  
1

41
t

N t A Be


 
   

 
, 

ove il tempo è misurato in anni, determinare i parametri incogniti della funzione; successivamente 
calcolare il tempo necessario, dall’introduzione dei caprioli nel parco per superare la soglia critica di 1490 
caprioli. 
In quale anno è massima la rapidità di crescita della popolazione? Quanto vale? 
 

Parte B 
Svolgere 3 quesiti a scelta tra quelli proposti. 
 
QUESITO 7 (____/6) – ESCLUSIVAMENTE PER CHI DEVE RIFARE IL 2° PARZIALE 

a) Verificare che esistono due numeri reali A e B tali che 2
1

3 2 2 36 5 6
A B

x xx x
 

  
 per ogni 

3 2\ ,
2 3

x    
 

 . Determinare, quindi, l'area della regione piana racchiusa dal grafico della funzione 

  2
1

6 5 6
f x

x x


 
, dall'asse x e dalle rette 1x   e x k , per 1k  . 

b) Detta  A k  l'area calcolata al punto precedente, calcolare  lim
k

A k


 

c) Determinare il volume del solido generato da una rotazione completa della funzione   23f x x x   
attorno all'asse x, nel suo dominio di definizione. 

 



QUESITO 8 (____/5) 
Determinare l'integrale generale dell'equazione differenziale: 2" 3 ' 4 xy y y e    
 
QUESITO 9 (____/5) 

a) Determinare il rango della matrice 
1 0 2 3
1 0 1 2

0 1 2 3

 
  
 
 

.  

b) Dopo aver calcolato il prodotto C A B   tra le matrici 
1 1

2 3
0 1

A
 
   
 
 

 e 
0 2 3
1 0 1

B
 

   
, si calcoli il 

determinante della matrice C. 
 
QUESITO 10 (____/5) 
Una popolazione di insetti ha le seguenti caratteristiche: ciascun insetto non vive più di 3 mesi, il 60% 
degli insetti che sono nel primo mese di vita non raggiunge il secondo mese e solo il 30% di quelli che 
sono nel secondo mese di vita arriva al terzo. Inoltre, gli insetti diventano fertili solo nel secondo mese; 
ogni insetto nel secondo mese di vita ne genera altri 4 e ciascuno di quelli arrivati al terzo mese ne genera 
altri 3. 
a) Disegnare il grafo di vita e trova la matrice di Leslie che descrive la dinamica della popolazione. 
b) Una popolazione è inizialmente costituita da 1800 insetti nel primo mese, 160 nel secondo mese e 90 

nel terzo. Come evolve la popolazione nel mese successivo? Qual era la composizione all’inizio del 
periodo precedente? 

 
QUESITO 11 (____/5) 
Risolvere i seguenti sistemi: 

a) 
2 2 6

3 4
2

x y z
x y z

x z

   
   
  

 b) 
4 3 0

0
4 5 2 0

x y z
x y z

x y z

  
   
   

 

 
QUESITO 12 (____/5) 
La regione S in figura è delimitata dalla parabola   22 8 6f x x x     e 
dall’asse x. S è la base di un solido W le cui intersezioni, ottenute con piani 

ortogonali all’asse x, sono dei rettangoli di altezza   1h x
x

 .  

Determinare il volume del solido W. 
Determinare, inoltre, il volume del solido W ottenuto facendo ruotare S di 
un giro completo attorno all’asse y. 
 
 
 
PUNTEGGIO TOTALE: ____/30 
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Sol. A1 
 

N. 1 

 
2

2
12
1

xf x
x





 

o DOMINIO: D    
o PARITÀ: 

   
 

 
2 2

2 2

1 12 2
11

x xf x f x
xx

  
  

 
   f x  pari  il grafico ha una simmetria rispetto all’asse y 

o SEGNO/INTERSEZIONI CON GLI ASSI: 
 0 2f      0, 2A   
  0f x    2 1 0x    

Il grafico passa per  1,0  
o LIMITI/ASINTOTI: 

 
2 2

2

2

111lim lim 2 lim 2 211 1
x x x

x xf x
x

x
  


  

 
  la retta 2y   è asintoto orizzontale per x    (e 

per simmetria anche per x   ) 
o MONOTONIA: 

 
   

     

2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 1 2 1 1 1 8' 2 4 0
1 1 1

x x x x x x xf x x
x x x

     
   

  
 

 0x   
 minimo in  0, 2A   

o CONCAVITÀ: 

 
   

     

22 2 2 2 2

4 3 32 2 2

1 2 1 2 1 4 1 3" 8 8 8 0
1 1 1

x x x x x x xf x
x x x

       
   

  
   

 21 3 0x    2 3
3

x   

1 13 2 332 2 113 3 41
3

f
                 

  flessi: 1,2
3 , 1

3
F

 
   
 

 

o GRAFICO: 
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Sol. A2 
 

N. 2 

Consideriamo  
xe

f x x
x

  .  

  
2

2 2
2
e

f     punto di tangenza: 
2

2;2
2
e

T
     

 

  2
' 1

x xe x e
f x

x
 

    il coefficiente angolare della tangente è: 

 
2 2 22 4

' 2 1
4 4

e e e
m f

 
     

 tangente: 

 
2 24

2 2
2 4
e e

y x
       

  
2 2 24 4

2
2 4 2
e e e

y x
 

      
24

4
e

y x


  

 

Una retta ortogonale a t ha coefficiente angolare 
2

4
'

4
m

e



; imponendo il passaggio per il punto 

P otteniamo: 

 2 2

8 4
2

4 4
y x

e e
  

 
  

2 2 2

8 4 8
4 4 4

y x
e e e

  
  

  
2

4
4

y x
e




 

 
N. 3 

a) 
2 2 2 2

2

2 2
lim lim lim lim

2 2 1 12

x x x x

H Hx x x x

e e e e
x xx x   

    
 

 

b)  
     

2 2

2 2 20 0 0

1
1

1 1 4 1 1 1lim lim lim
4 4ln 4 1 ln 4 1 ln 4 1

x x x

x x x

x e x e x e
x xx x x  




  
     

   

. In questo caso il limite non 

può essere calcolato mediante il Teorema di de l'Hospital dal momento che è ottenuto mediante 
il prodotto di due limiti notevoli. 

c) 
4

3 3 2 3

1
41 ln 1 4 ln 4

lim lim lim lim 0
3 3Hx x x x

x x x
x x x x   

 
     

 
N. 4 

a)  
 
 

2
3 2 2

2

3 3
3 3

3 3

x x x
f x x x x x

x x x

       
 

 da cui otteniamo  
3 2

2 3

3 3
3 3
x x x

f x
x x x

   
 

 

La derivata è, quindi: 

 
2

2

3 6 3
'

6 3 3
x x x

f x
x x x

   
 

 

o   2

3 3
lim ' lim 6 3 9
x x

f x x x
  

     

o   2

3 3
lim ' lim 3 6 9
x x

f x x x
  

    

 in 3x   la funzione presenta un punto angoloso. 
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Sol. A3 
 

b)    
1

3 2 2 3g x x x x x    . Dominio: D    

     
 

2
2 3

223

1 2 1' 2 1
3 3

xg x x x x
x x

 
   


. Dominio:  ' \ 0,1D    

o  
 20 0 23

2 1lim ' lim
3

x x

xg x
x x

 


  


 

o  
 21 1 23

2 1lim ' lim
3

x x

xg x
x x

 


  


 

 in 0x   e in 1x   la funzione presenta un flesso a tangente verticale. 
 
N. 5 
Dalla relazione ln 1.5761 0.6667 lnS V   otteniamo: 

0.6667ln ln 4.8361 lnS V    0.6667ln ln 4.8361S V    0.66674.8361S V   
Pertanto: 

4.8361     e   0.6667   
a) Se 30.37V cm  allora 

0.6667 24.8361 0.37 2.49S cm    
b) Se 22.2S cm  allora: 

0.66672.2 4.8361 V    0.6667 0.4549V    
1

30.66670.4549 0.307V cm   
 
N. 6 
Consideriamo la funzione 

 
1

41
t

N t A Be


 
   

 
 

o  0 80N      101 80A Be


    80
1

A
B



  80 80A B   

o Soglia limite di 1600 esemplari: 

 lim 1600
t

N t


    
4

1600 lim lim
1

tt t

AN t A
Be

  
  


 

Pertanto: 
1600 80 80B    80 1520B    19B   

 
Il modello di crescita della popolazione è, pertanto: 

 
4

1600

1 19
tN t

e





 

 

o   1490N t    
4

1600 1490
1 19

t

e





  
4

160 149
1 19

t

e





  4160 1 19
149

t

e


    4 1119
149

t

e

   

 4 11
2831

t

e

   11ln

4 2831
t

    22.2t anni  

 



© Lorenzo Meneghini  

Sol. A4 
 

o La massima rapidità di crescita si ottiene nel punto di flesso della funzione; per trovare l’istante 
in cui la funzione presenta il punto di flesso è sufficiente risolvere l’equazione 

  800
2
AN t     

4

1600 800
1 19

t

e





  42 1 19
t

e


    419 1
t

e

  4 1

19

t

e


    

 ln19
4
t

     4 ln19 11.78t anni    

Il valore del massimo tasso di crescita si calcola derivando la funzione  
1

41600 1 19
t

N t e


 
   

 
: 

 
2

4
4 4

2

4

19 7600' 1600 1 19
4

1 19

t
t t

t

eN t e e

e

 
 



    
                     

 

 

Pertanto: 

  2

17600 40019' 4 ln19 100
411 19

19

camosciN
anno


   

   
 

 

 
N. 7 
(a) 

Consideriamo: 2
1

3 2 2 36 5 6
A B

x xx x
 

  
 

Affinchè possa essere un’identità, per 3 2\ ,
2 3

x    
 

 : 

   
  

   
2 2

2 3 3 2 2 3 3 21
3 2 2 36 5 6 6 5 6

A x B x A B x A B
x xx x x x
     

 
    

 

deve accadere che: 

2 3 0
3 2 1

A B
A B
 

  
  

6 9 0
6 4 2

A B
A B
 

  
  

2
13
3 3
2 13

B

A B

  

   


 

Pertanto: 

   2
1 3 2

13 3 2 13 2 36 5 6 x xx x
 

  
 

Calcoliamo l’area: 

  2 11 1 1

1 1 3 2 1 ln 3 2 ln 2 3
13 3 2 2 3 136 5 6

k k k k
f x dx dx dx x x

x xx x
               

1

1 3 2 1 3 2 1 1 3 2ln ln ln ln ln 5
13 2 3 13 2 3 5 13 2 3

k
x k k
x k k

       
                

 

(b) 

  1 3 2ln ln 5
13 2 3

kA k
k

 
   

 

Calcoliamo: 

  1 3 2 1 3 1 15lim lim ln ln 5 ln ln5 ln
13 2 3 13 2 13 2k k

kA k
k 

             
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(c) 
Dominio della funzione   23f x x x  : 

23 0x x    0 3x   
Volume del solido di rotazione: 
l’elemento di volume è 

   2 23dV f x dx x x dx        
Pertanto: 

333
2 2 3

0
0

3 27 27 1 1 27 93 27
2 3 2 3 2 3 6 2

xV x x dx x u     
                        

 
N. 8 
Ricordiamo che per determinare l'integrale generale dell'equazione differenziale 2" 3 ' 4 xy y y e   , 
dobbiamo: 
o determinare l'integrale generale dell'equazione omogenea associata " 3 ' 4 0y y y   : 

equazione caratteristica 2 3 4 0     

1,2

1
3 5

9 16 25
2

4





      




 

 L'integrale generale dell'equazione omogenea associata è: 
4

1 2
x xc e c e    
 

o trovare una soluzione particolare dell'equazione data: 
consideriamo la funzione 2xke   ed imponiamo che sia soluzione dell'equazione data. 
 2' 2 xke    2" 4 xke   

Sostituendo nell'equazione data otteniamo: 
2 2 2 24 3 2 4x x x xke ke ke e      2 26 x xke e    1

6
k    

 
o sommare le funzioni così ottenute: 

La soluzione dell'equazione differenziale data è: 
2

4
1 2 6

x
x x e

y c e c e        

 
N. 9 
a) Il rango della matrice data non può essere superiore a 3, dal momento che la matrice ha 3 righe 

e 4 colonne. Per calcolarlo consideriamo il minore 3 3 : 
1 0 2

1 0 1

0 1 2

         

 

Applicando il Teorema di Laplace rispetto alla 2° colonna: 
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   3 2
1 0 2

1 2
1 0 1 1 1 1 2 3 0

1 1
0 1 2


         


 

   3rg A   
 

b) Calcoliamo la matrice C: 
1 1 1 2 2

0 2 3
2 3 3 4 9

1 0 1
0 1 1 0 1

C

                                 

 

Il determinante cercato è: 
1 2 2 1 1 2

3 4 9 2 3 2 9

1 0 1 1 0 1

  

   

 

 

 
1 1 2 1 1

3 2 9 3 2 2 9 4 3 7 7 0

1 0 1 1 0

          

 

 

  det 0C   
 
N. 10 
a) Il grafo di vita della popolazione è: 

 
La matrice di Leslie è: 

0 4 3
0.4 0 0
0 0.3 0

L
 
   
 
 

 

b) 
1800
160
90

tN
 
   
 
 


 

Applicando la matrice di Leslie: 

1

0 4 3 1800 910
0.4 0 0 160 720
0 0.3 0 90 48

t tN L N

    
           
    
    

 
 

Per trovare la composizione della popolazione nel mese precedente, risolviamo il sistema: 
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4 3 1800
2 160
5
3 90

10

y z

x

y


  

 





  
4 3 1800

400
300

y z
x
y

 
 
 

  
400
300

1200 3 1800

x
y

z


 
  

  
400
300
200

x
y
z


 
 

 

Quindi: 

1

400
300
200

tN 

 
   
 
 


 

 
N. 11 

a) 
2 2 6

3 4
2

x y z
x y z

x z

   
   
  

  sommando tra loro la 2° e la 3° otteniamo: 
2 2 6
3 6

2

x y z
y
x z

   
 
  

  

 
2 2 2 6

2
2

x z
y

x z

   
 
  

  
2 2 4

2
2

x z
y

x z

  
 
  

  sommando tra loro la 1° e la 3° otteniamo: 
2

2
0 0

x z
y
  

 
 

 

da cui 
2

2
x z
y
 

 
 ed il sistema ammette 1  soluzioni. Pertanto: 

2
2

x k
y
z k

 
 
 

 

Le soluzioni del sistema sono, quindi: 
 2,2, ,k k k    

 

b) 
4 3 0

0
4 5 2 0

x y z
x y z

x y z

  
   
   

. Sottraendo la 2° equazione dalla 1°: 
3 2 0

0
4 5 2 0

y z
x y z

x y z

 
   
   

. Sommando la 1° 

equazione alla 3°: 
3 2 0

0
4 2 0

y z
x y z

x y

 
   
  

  
6 2 0

2 0
2

x z
x x z
y x

 
   
 

  
3
3
2

z x
z x
y x


 
 

 

Il sistema ammette 1  soluzioni: 
 ,2 ,3 ,x x x x   

 
N. 12 
Innanzitutto determiniamo gli zeri della funzione 
 f x : 

2 4 3 0x x     

1,2

1
4 3 1 2 1

4
3

x
      



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Il solido descritto dal testo è quello rappresentato in figura. Per calcolarne il volume dobbiamo 
integrare l’elemento di volume: 

      32 4dV S x dx f x h x dx x dx
x

        
 

 

Pertanto il volume cercato è: 
323

1
1

3 9 12 4 2 4 3ln 2 12 3ln 3 4 3ln1
2 2 2
xV x dx x x

x
                                       

    315 72 ln 27 2 ln 27 4 2 4 ln 27
2 2

u                
 

Facendo ruotare la superficie S attorno all’asse y otteniamo il solido 'W  rappresentato nelle figure 
seguenti: 

  
 
L’elemento di volume da integrare è: 

   3 22 4 4 3dV x f x dx x x x dx        
Integrando otteniamo: 

 
343

3 2 3 2

1
1

4 3 81 4 3 1 4 3' 4 4 3 4 4 27 9
4 3 2 4 3 2 4 3 2
xV x x x dx x x  
                                    

39 5 8 324 4
4 12 3 3

u                  
 


