Testo del compitino - fila A

QUESITO 1 ( /3)

'= 2zy+ 3
Risolvere il seguente problema di Cauchy: Y Y Y

y(O) =2

QUESITO 2 ( /4)

Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea: "+ y'— 6y = 3z
Y Y Y

QUESITO 3 ( /4)

. . . . . A
Dimostrare che esistono due numeri reali A e B tali che

242 1z z+2

e studiare la convergenza

2
22 + 2z

+00
dell’integrale: f dzx
1

QUESITO4 (____/5) by
Si consideri la superficie S rappresentata in figura a fianco, delimitata
dall’asse delle ascisse e dalla funzione

f(m)=3m2—;m3 ‘

Dopo aver determinato le intersezioni della curva con I'asse delle x
determinare il volume del solido: \
a) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno \ A

all’asse x \
b) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno \

all’assey '
c) dibasesS, le cui sezioni con piani ortogonali all’asse x sono \

x

rettangoli di altezza h(z) = 6—2
T

QUESITO 5 ( /3)

Ricorrendo ad un’opportuna sostituzione, calcolare I'area sotto il grafico della funzione f(ac) =e'VJe' +2,

nell'intervallo [In2,In7].

QUESITO 6 ( /3)

2-3 1 1
Determinare il rango della matrice 41 -2 0
6-2 -1 0
QUESITO 7 ( /4)
1 00
Dire se lamatrice |0 1 2| & invertibile e, in caso di risposta affermativa, determinarne l'inversa.
0 0 1
QUESITO 8 ( /5)
Risolvere i seguenti sistemi lineari:
3z + 4y + 5z =11 Tv+y+32=0
a) {2z+y=4 b) {2z +4y—2=0

3z —y+5z=11 S5r4+Ty—2=20

\



SVOLGIMENTO - A

n.1
L'equazione y' = —2zy + 3y € a variabili separabili. Infatti si puo scrivere:
d
@zy(S—Zm) <:>—y=(3—2:v)d$
dx Y

Integrando membro a membro:

1n|y| =3z -2 +c
e, passando all’esponenziale:
2

3r—a? +c¢ c 3r—x

|y| =e =€ e
La soluzione generale dell’equazione differenziale &, quindi, del tipo:
y=k-e " keR,
La condizione iniziale consente di determinare la costante:
y(0)=2c k' =2 k=2

Quindi:
y = 2631—12
n.2
Consideriamo I'equazione differenziale y"+ y'— 6y = 3z e la sua omogenea associata: y"+ y'— 6y =0. |l
2
. . e S —-1+5
polinomio caratteristicoe A\* + X —6 = 0, ed i suoi zeri sono ), = 5 <
-3

Soluzione generale dell’equazione omogenea associata:
flz)=ce” +ce™
Ricerca integrale particolare dell’equazione non omogenea; proviamo con un polinomio di 1° grado del tipo:
g(m) =ar +b
Derivando otteniamo
g'(m) =qa € g"(ac) =0
Sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo la relazione
O+a—6(am+b)= 3z <:>(a—6b)—6a:v=3m

che risulta un’identita se e solo se:

a—6b=0 [¢=00 = —é
f— 1 <
—ba = a=—= o — 1
2 2
L'integrale particolare cercato & g(z) = e
2 12
Concludendo, la soluzione generale dell’equazione differenziale data é:
y = e’ e — lw — é
n.3
Osserviamo che:
2 A B (A+B)z+24
P +2 1 z+2 2’42

Affinché la precedente sia una identita & necessario (e sufficiente) che:
A+B=0 B=-1
24 =2 A=1

Pertanto abbiamo dimostrato che



2 1 1
2 +2r  z+2

Consideriamo ora:

+00 2 b 2
f dr = lim , dx
1 2?42z botood 1 g% 4 21

Calcoliamo I'integrale:
b 2 b1 1
f dr = - — dmz[ln|:c|—ln|x+2”b =
122 4 2¢ 1z oz +2 1
Quindi:

’ b

L —ln‘—‘—ln—:ln

T+ 2

In

b+ 2 3

b+2

1

+00 2 b 2
f dr = lim dr = lim In b
1 22 42z botoo 1 g2 + 2 botoo [}

= l'integrale converge a In3.

2‘ +In3=In1+1In3=1In3

n.4
Calcoliamo le intersezioni della curva con |’asse x:
3m2_§$3 :0<:>§m2(2—m)=0<:>m:0,m=2
2 2
a) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
p) 9 . 2 \2
dV =n(f(z)) de = =7 (22 — 2% ) dz
(£(2)) do = 2m(ea” — )

Integrando nell’intervallo [0,2] otteniamo:

|74 Zgﬂ'f2(2$2 —x3)2d$=g7rf2(4m4—4$5 +:1:G)d:v:g7r 1
0 4 4 |5

0

6 7

4 . 2 . 2 9 1 1 1 1 96 .
=20 =22+ =S 128 - =+ = [ =97 32— = =7
5 7 4 5 3 7 105 35

b) Applicando il metodo dei gusci cilindrici, I'elemento di volume &
dV = 27z - f(m)dx = 37T(2:v3 - x4)dx

Integrando nell’intervallo [0,2] otteniamo:

2 . 2 1 . 1 2 24
v, = 37rf (23@5 —x4)dm S U ) Qi D - P
0 47 50, 2 5 5
c) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
3 ; 4y €' 3
dV =8 (z)de = =(22° —2° ). —dz = =(2 — z)e"dx
(e)e = (22 —a7) Cao = 22—
Integrando nell’intervallo [0,2] otteniamo:
2 2 2
v, :§ f (2—x)e“dx =§l2f e“dw—f - e'dx
2|Jo 2 0 0
Integrando per parti:
2 9 2
f z-e'dr = [m-e’}u —f e'dr
0 0
Quindi:
2 2 2 .
V, _3 2f e“dm—[m-e’r —l—f e'dx _3 3f e’dw—[262 —0} _3 3[6“]2 -2 2}:.. :§(62
2 0 0 0 2 0 2 0 2
n.5
In7

L’area cercata € data dall’integrale: e’Ne' +2dx .

In2
Posto t = e + 2, risulta: dt = e"dx .
Inoltre,se zt =In2 risulta t = e™? +2=2+2=4;se z=InT7risultat =e"" +2=7+2=09.

‘+1n3



Pertanto:

In7 9 1

. 1 9
efmczm:f Jidt = t2dt=l§\/?‘} =§W—@}=§(27—8)=§“2
4 4 4

In2

n.6
2-3 1 1

La matrice A=|4 1 —2 0| harango: rg(A4) < 3.
6-2 -1 0

Per determinarlo, calcoliamo il determinante del seguente minore, applicando il metodo di Sarrus:
-3 1 1/-31
1 -2 0|1 2=-1—-4=-5=0
-2 -1 0|-2-1

:>7’g(A)=3
n.7
Calcoliamo il determinante:
1 0 0[/10
detA=10 1 2/01=1=0
0 0 1{00

= Matrice invertibile.
Calcoliamo la matrice cofA :

w2 0 0 0 0
All:(_l) 01:1 A21:_0 11~ Aﬂ:l o| =

a0 2 10 10

143 (0 1 0 1 0
A= (=1 g K 00 0001

1 0 O ) 1 0 0
= cofA=[0 1 0= A" =——(cofd) ={0 1 -2

det A

0 -2 1 0 0 1

n.8
3z 4+ 4y + 52z =11
a) Perrisolvereil sistema {2z +y = 4 applichiamo il metodo di riduzione di Gauss:
3z —y+5z=11

3 4 5|11 3 4 5|11 3 4 5|11 3 0 5|11 0 0 5(5 0 0

2 1 0(4|—>12 1 0{4]|—>1|2 0 0|4]|—>|1 0 02|—>1]1 0 0f2|—>{1 O

3 —1 5|11 0 5 00 0 1 00 0 1 0(0 0 1 0|0 0 1

Soluzione: (2,0,1)

Tcx+y+32=0
b) Perrisolvere il sistema {2z + 4y — z = 0 applichiamo ancora il metodo di riduzione di Gauss:
S5r4+Ty—2=20

o O =
[T NN



71 3 7T 1 3 71 3 71 3 71 3
2 4 -1|—>1|2 4 -1|{—>|(2 4 —-1{—>]|0 26 -13|—>|0 2 -1
5 7 -1 7 11 -2 0 10 =5 0 2 -1 00 O

Otteniamo, quindi:

z =2y z =2y

Tcx+y+32=0 Tx+y+6y=0 Tx+ 7y =0 x=—y
= = =
2y —2=0

Il sistema ha oo' soluzioni:
(-1.3.2y), Yy €R

Sono accettabili anche le soluzioni:
(_é’%’zj’ VzeR e (x,—x,—2x), VxeR.



Testo del compitino - fila B

QUESITO 1 ( /3)
: . . y'=2xy —4y
Risolvere il seguente problema di Cauchy:
y(0) = -2
QUESITO 2 ( /4)
Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea: y"+ 7y'+ 12y = —2x

QUESITO 3 ( /4)

Dimostrare che esistono due numeri reali A e B tali che 3 =—+

T — 2z r T—2

e studiare la convergenza

. o3

dell’integrale: f - dzx
3 2 —2¢
QUESITO4 (____/5) 1y
Si consideri la superficie S rappresentata in figura a fianco, delimitata
dall’asse delle ascisse e dalla funzione
s 1 o3
f(:v) =z’ — gm |

Dopo aver determinato le intersezioni della curva con I'asse delle x ‘\
determinare il volume del solido: \
d) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno ‘\ S

all’asse x \
e) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno ‘\

all’assey o |
f) dibasesS, le cui sezioni con piani ortogonali all’asse x sono \

rettangoli di altezza h(z) = 2—2

QUESITO 5 ( /3)

Ricorrendo ad un’opportuna sostituzione, calcolare I'area sotto il grafico della funzione f(:c) =e'Ve' +3,

nell’intervallo [0,1n6].

QUESITO 6 ( /3)

6-2 -1 0
Determinare il rango della matrice 2-3 1 1
41 -2 0
QUESITO 7 ( /4)
1 00
Dire se lamatrice |0 1 3| éinvertibile e, in caso di risposta affermativa, determinarne I'inversa.
0 0 1
QUESITO 8 ( /5)
Risolvere i seguenti sistemi lineari:
3z +4y + 52z =11 2z 4+4y—2=20
c) {z+3y+5z2=7 d {2z4+y—2=0

2 +y =4 -4z +5y+22=0



SVOLGIMENTO - B

n.1

L'equazione y' = 2zy — 4y € a variabili separabili. Infatti si puo scrivere:
ggzy@m—g<:gg=@m—4Mm
dx Y

Integrando membro a membro:

1n|y| =z’ —4z+c
e, passando all’esponenziale:
2

22 —dz+c -4z

|y| =e =€ -e
La soluzione generale dell’equazione differenziale &, quindi, del tipo:
y==~F- 612_4“,14; € R.
La condizione iniziale consente di determinare la costante:
y(0) =2 ke’ = -2k =-2
Quindi:

Y = _2612—41

n.2
Consideriamo I’equazione differenziale y"+ 7y'+ 12y = —2x e la sua omogenea associata: y"+ Ty'+ 12y = 0. |l

-7+1 /S
2\

polinomio caratteristico @ \* + 7\ 4 12 = 0, ed i suoi zeri sono )\, = .
-3
Soluzione generale dell’equazione omogenea associata:
f(:c) =ce ™ +ce ™
Ricerca integrale particolare dell’equazione non omogenea; proviamo con un polinomio di 1° grado del tipo:
g(m) =azr+b
Derivando otteniamo
g'(m) =a € g"(m) =0

Sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo la relazione

0+47a+12(az +b) = -2z < (7a + 12b) + 1200 = —22

che risulta un’identita se e solo se:

b 7 a b ’
Ta+12b =0 = =
PN 12 o 72
120 = -2 1 1
a=—— a=—=
6 6
’ . R 1 7
L'integrale particolare cercato & g(z) = &7 + =
Concludendo, la soluzione generale dell’equazione differenziale data é:
y=ce* +ce® —lx—l—l
' : 6 72
n.3
Osserviamo che:
3 A B _(A+Bp—2A
2 —2 z z-2 2 — 2z
Affinché la precedente sia una identita & necessario (e sufficiente) che:
3
A+B=0 B=3
—24=3 a3

2



Pertanto abbiamo dimostrato che

2’ — 2z 2z 2(3:—2)

Consideriamo ora:

+0o0 b
f 3 dr = lim 3 dx
3

2 S 2
r° —2x botoo 3 gt — 2z
Calcoliamo 'integrale:

b 1 |l
f 3 dm=—§ - — dm:—§[1n|x|—ln|x—2|r :§ln z =

3 22 — 22 2Jdsz -2 2 32 z |l

:élnb—2—1nl=§lnb;2+ln3
2 3 b
Quindi:
+o0 b —
f 3 dz = lim 3 dm:§ lim In b-2 +In3 :§[1n1+1n3 :§ln3

5 22 _ 97 botood 3 22 — O 2| b—+oo 2 2

. 3
= l'integrale converge a 51113 .

n.4
Calcoliamo le intersezioni della curva con |’asse x:

3,2_%1;3:0<:>§x2(3—m)=0<:>x=0,x=3
d) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
dVv = ﬂ(f(l?))z dr = éﬂ(3$2 -z )2 dz

Integrando nell’intervallo [0,3] otteniamo:

1 f 1 S, 1o, , af
|74 =—7rf (33@2 —x5)2dx =—7Tf (9:104 — 62° +a:")d:z: I L +I) =
9 Jo 9" Jy 9|5 7,
1 5 N 1 1 1 1 1 1.
=—7T-23"—3"+3—=—7r~37 e —oazr . =S
9 7 32 5} 105 35
e) Applicando il metodo dei gusci cilindrici, I'elemento di volume &
2 A
dV = 2nzx - f(ac)dx = §(3$3 — x4)dx
Integrando nell’intervallo [0,3] otteniamo:
2 3 . 2 1 . 2 1 1 1
V2=—7T (Sms—x4)dx=—7r§x4——x" U] N - :8—7rud
3 Jo 34 5 3 4 5 10
f) Applicando il metodo delle fette, I'elemento di volume &
1 ; .\ €° 1
dV = S(z)dz = =(32> —2* ) —dr = =(3 — z)e"dx
(a)is = L(aw = ). S = L3 —)

Integrando nell’intervallo [0,3] otteniamo:

1 3 3 1 3
V3=—f (S—m)e“dxzf e’dm——f - e'dr
3Jo 0 3Jo
3 3 3
fm-e“dmz[m-e’} —f e'dx
0 0 0

Integrando per parti:

Quindi:

V3zfse“dm—l[m-e’r—I—lf:‘e’da::éfze’dw—l[?)e:’—0}:£[e"r—e3zéei’———es:
0 3 o 3Jo 3Jo 3 3 0 3 3



n.5
In6

L’area cercata € data dall’integrale: f e’Ne" + 3dx.
0

Posto t = e + 3, risulta: dt = e"dx.
Inoltre,se z =0 risulta t = ¢’ +3 =4;se z =1n6 risulta t = "® +3 =9.
Pertanto:

9 1

t2dt =

In6 9
f e“\/e“—l—Sdm:f\/Edt:
0 4 4

n.6
6 -2 -1 0

Lamatrice A=|2 -3 1 1|harango: rg(4) < 3.
41 -2 0

Per determinarlo, calcoliamo il determinante del seguente minore, applicando il metodo di Sarrus:

] -3t - 3

0 0
Adlzl 3:0
10
A=y 5=
10
T

345
012

-2 -1 0|-2-1
-3 1 1|-31 =-1-4=-5=0
1 -2 0] 1 =2
= rg(A) =3
n.7
Calcoliamo il determinante:
1 0 0/10
detA=1[0 1 3/|01=1=0
0 0 1]00
= Matrice invertibile.
Calcoliamo la matrice cofA:
|l 3 0 0
142]0 3 1 0
3]0 1 1 0
A = (1) 7y o =0 A=l =0
1 0 O 1 0 0
= cofA=]0 1 0|=> A= tA(cofA)T: 01 -3
0 -3 1 ¢ 00 1
n.8
3z + 4y + 5z =11
c) Perrisolvereil sistema {z + 3y + 52 = 7 applichiamo il metodo di riduzione di Gauss:
2 +y =4
4 11 4 11
3 b 3 g 34 5 |11
1 3 5|7(—>1|1 3 5|7|—>
051010
2 1 014 0 0 0{0

Sistema equivalente:

{

3x+8-8z+5z=11
y=2-2z

3x+4y+5z=11

ol ol

y=2-2z

°|

3x-3z=3
y=2-2z

11
2
x=1+z

ol

y=2-2z



Soluzioni:
(1+Z,2—22,Z), VzeR

Altre scritture accettabili per le soluzioni:

4- 2-—
(x,4—2x,x—1), VxeR e (Ty,y,Tyj, VyeR

2 +4y—2=0
d) Perrisolvereil sistema {2z +y —2 =0 applichiamo ancora il metodo di riduzione di Gauss:
—4xr4+5y+22=0

2 4 -1 2 4 -1 2 0 -1 2 0 -1
2 1 -1|—->|2 1 -1|—>1|2 0 -1|—>|(0 1 O
-4 5 2 07 0 01 O 0 0 0

Otteniamo, quindi:
20 —2 =10 y=20
&
y=0 z =2z

(m,0,2:ﬂ), Vr e R

Il sistema ha oo' soluzioni:



