Testo del 2° parziale - fila A

QUESITO 1 ( /3)
y' = dry + 2y

Risolvere il seguente problema di Cauchy: (0) =3

QUESITO 2 ( /4)

Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea: y"—2y'- 8y = 4x

QUESITO 3 ( /4)

. . . . . A
Dimostrare che esistono due numeri reali A e B tali che

==+
2 +3z = =x4+3

e studiare la convergenza

o4
dell’integrale: f dzx
1 22 4+ 3z
QUESITO4 (____/5) 1y
Si consideri la superficie S rappresentata in figura a fianco, delimitata
dall’asse delle ascisse e dalla funzione
s 1o \
f(:v) =z — Zm :
Dopo aver determinato le intersezioni della curva con I'asse delle x ‘\
determinare il volume del solido: \
a) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno ‘\ A
all’asse x \
b) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno ‘\
all’assey o) | >
c) dibasesS, le cui sezioni con piani ortogonali all’asse x sono \

x

rettangoli di altezza h(z) = 6—2
T

QUESITO 5 ( /3)

Ricorrendo ad un’opportuna sostituzione, calcolare I'area sotto il grafico della funzione f(ac) =e'Ve' + 4,

nell'intervallo [In5,In12].

QUESITO 6 ( /3)

26 -1 0
Determinare il rango della matrice 32 1 1
—-14 -2 0
QUESITO 7 ( /4)
1 0 O
Dire se lamatrice [0 1 —2| einvertibile e, in caso di risposta affermativa, determinarne l'inversa.
0 0 1

QUESITO 8 ( /5)

Risolvere i seguenti sistemi lineari:



2 +2y+2=25 3z -9y —52=0
a) {2zx+y=4 b) {7z 4+y+32=0
3z 4+ 4y + 52z =11 dr — 5y —22=0

SVOLGIMENTO

n.1
L'equazione y' = 4zy + 2y € a variabili separabili. Infatti si puo scrivere:
d
@: y(4m+2) o9 (4:E+2)d$
dx Y

Integrando membro a membro:
1n|y| =227 +2x+¢
e, passando all’esponenziale:

202 422 +¢ c 222 422
=€ -€

v =
La soluzione generale dell’equazione differenziale &, quindi, del tipo:
y=k- & EeR.,
La condizione iniziale consente di determinare la costante:
y(0)=3 <k =3 k=3

Quindi:
y _ 36212+27r
n.2
Consideriamo I'equazione differenziale y"— 2y'— 8y = 4z e la sua omogenea associata: y"—2y'- 8y =0. |l
y. 4
polinomio caratteristico & A\* — 2\ —8 = 0, ed i suoi zerisono \, =1+3 = N
-2

Soluzione generale dell’equazione omogenea associata:
flz)=ce" +ce™
Ricerca integrale particolare dell’equazione non omogenea; proviamo con un polinomio di 1° grado del tipo:
g(m) =ar +b
Derivando otteniamo
g'(m) =qa € g"(ac) =0
Sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo la relazione
O—2a—8(a$+b)=4x <:>(—2a—8b)—8a$=4x

che risulta un’identita se e solo se:

1 1
_ b=—=a b==-
a+4b =0 PR 3
—8a =4 1
a=—= a=——
2 2
). . \ 1 1
L'integrale particolare cercato & g(z) = —5® + 3
Concludendo, la soluzione generale dell’equazione differenziale data é:
=ce' +ce ™ —lx—l— 1
V=4 2 2" 73
n.3
Osserviamo che:
4 _ A, B _ (A+B)z+34
2> +32z z x+3 7% + 3z

A-2



Affinché la precedente sia una identita & necessario (e sufficiente) che:

4

{A%—B:O B=-3
34 = 4 !
3

Pertanto abbiamo dimostrato che

4 41 1
22 4+3x 3lz z4+3
Consideriamo ora:

+00 b
f 4 dr = lim 4 dx
1

2’ + 3z botood 1 g2 4+ 3z

Calcoliamo I'integrale:

b4 4 1 1 4 4

f dm:—f—— dm:—[ln|x|—ln|x+3”bz—ln & =

1 2? + 3z 3Jiz z+3 3 vo3l |z + 3]

:élnL—hql =—|In b + In4
3 b+ 3 4 b+ 3
Quindi:

+oo b
f 4 dr = lim - 4 dr = limé In b + In4 :é[lnl—i—lnél :élnél
1 + 3z botoo 1 g% 4 31 b—too 3 3 3 3

. 4
= l'integrale converge a §1n4 .

n.4
Calcoliamo le intersezioni della curva con |’asse x:

mZ_lmi‘ =0 @lm2(4—$)20<:>$=0,$=4
4 4
a) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
2 1 . 2 \2
dV =7w(f(z)) doe = —n(42® — 2% ) dz
(7()) = Lnfaz — )
Integrando nell’intervallo [0,4] otteniamo:

1t : 1 r 5 6 1 (16 ;7
V1=—7rf (4m2—m5)2d$=—7rf (16x4—8x°+$")d$:—7r 6, 8 e
0 16

16 0 16 |5 6 7
7
:iw. E45 _é46 +4_ :iﬂ.47 1_14_1 — 10247T~L:%7TU3
16 ) 3 7 4? 5 3 7 105 105
b) Applicando il metodo dei gusci cilindrici, I’'elemento di volume &
2 ‘
aVv = 2nz - f(x)dx = f(4x3 — x4)d$
Integrando nell’intervallo [0,4] otteniamo:
4 4
3 5 4 12 \
szzf (4m5—m4)dxzzm4——w° =T op-2 :...:—87ru5
2J0 2 . 2 5 5
c) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
1 ; 5\ € 1
dV =8 (z)dr = (42> — 2 ) —dx = —(4 — z)e"dx
O e )

Integrando nell’intervallo [0,4] otteniamo:

Integrando per parti:



4 4 4
f z-e'dr = [x-e“}u —f e'dx
0 0
Quindi:

V3=f4e“dm—l[$-e’r+lf4e’dx=§f4e’dx—l[4e4—0}—§[e’r—64zée“—é—e
0 4 0 4Jo 4Jo 4 4 0 4 4

n.5
In12

L’area cercata € data dall’integrale: e'Ne' +4dx.

In5

Posto t = e + 4, risulta: dt = e"dx .

Inoltre, se z = In5 risulta t = e™® +4 =9;se ¢z =1nl2 risulta t = ™2 + 4 = 16.
Pertanto:
12 16 16 1 9 16 9 : : 4
[eve i = [“Via= [ dtzigﬂ =25 | = T
9 9 9

In5

n.6
26 -1 0
Llamatrice A=| 3 2 1 1| harango: rg(A4)<3.
—-14 -2 0
Per determinarlo, calcoliamo il determinante del seguente minore, applicando il metodo di Sarrus:
6 —1 0/6 -1
2 1 1|2 1 =—-4+4+12=8=0
4 =2 04 -2
= rg(A) =3
n.7
Calcoliamo il determinante:
1 0 010
detA=10 1 -2/01=1=0
00 1]00
= Matrice invertibile.
Calcoliamo la matrice cofA :
wlt =2 0 0 0 0
a0 =2 10 1 0
A12:(_1) 0 1 :0 A22_0 1_ AJQZ_O _2:
Lslo 1 10 10
10 1 00
1 1 T
= cofA=1]0 1 = = (cofA) =0 1 2
det A
0 0 01
n.8

2r+2y+2=>5
a) Perrisolvereil sistema {2z +y = 4 applichiamo il metodo di riduzione di Gauss:
3z 4+ 4y + 52z =11

A-4



2 2 115 2 2 115 2 2 115 2 2 1|5 2 2 0|4 2
21 0{4|—>|0 -1 —-1|-1|—>]|0 1 1|1|—>|0 1 1j1|—>1|0 1 0[0|—>|0
3 4 5|11 0o 2 7|7 0 0 55 0 0 1|1 0 0 1|1 0
Soluzione: (2,0,1)
3t -9 —52=0
b) Perrisolvere il sistema {7z + y + 3z = 0 applichiamo ancora il metodo di riduzione di Gauss:
dr — 5y —22=0
3 -9 -5 3 -9 -5 3 -9 -5 3 -9 -5 3 -9 -5
7 1 3| =7 1 3| —>]0 —66 —44| —> 1|0 3 21 >0 3 2
4 -5 =2 0 39 26 0 3 2 0 3 2 0 0 0

39 -5 30 1
- -
(096} (032}

3r+2=0 y =2z
=
3y+22=0

Otteniamo, quindi:

z = -3z

Il sistema ha oo' soluzioni:
($,2$,—3x), Ve € R

o = O

_ o O
— O



Testo del 2° parziale - fila B

QUESITO 1 ( /3)

"= —dry + 3
Risolvere il seguente problema di Cauchy: Y Y Y

y(O) = —4

QUESITO 2 ( /4)

Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea: y"—2y'— 3y = -3z

QUESITO 3 ( /4)

Dimostrare che esistono due numeri reali A e B tali che 2 == 4 + e studiare la convergenza
r—X T — X
+00 2
dell’integrale: f —dx
+ 3z —1°
QUESITO4 (____/5) by

Si consideri la superficie S rappresentata in figura a fianco, delimitata
dall’asse delle ascisse e dalla funzione

f(:v)z:vQ—%f‘ ‘

Dopo aver determinato le intersezioni della curva con I'asse delle x
determinare il volume del solido: \
a) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno ‘\ S
all’asse x \
b) ottenuto dalla rotazione della rotazione della superficie S attorno \

all’assey o '
c) dibaseS, le cui sezioni con piani ortogonali all’asse x sono \

T

rettangoli di altezza h(z) = 6—2
T

QUESITO 5 ( /3)

Ricorrendo ad un’opportuna sostituzione, calcolare I'area sotto il grafico della funzione f(:c) =e'Ve' +1,

nell’intervallo [In3,In8].

QUESITO 6 ( /3)

21 3 1
Determinare il rango della matrice 40 -1 -2
60 2 -1
QUESITO 7 ( /4)
1 00
Dire se lamatrice |0 1 4| éinvertibile e, in caso di risposta affermativa, determinarne I'inversa.
0 0 1
QUESITO 8 ( /5)
Risolvere i seguenti sistemi lineari:
3z 4+ 5y 4+ 62 = 12 S5 +T7y—2=20
a) {2z+y=4 b) 2z +y—2=0
3z + 4y +5z =11 3t —9 —52=0

\



SVOLGIMENTO

n.1

L'equazione y' = —4xy + 3y € a variabili separabili. Infatti si puo scrivere:
dy _ y(—4:v + 3) = & = (—4:E + 3)dm
dx Y

Integrando membro a membro:

1n|y| =-22" +3z+c
e, passando all’esponenziale:

|y| _ 6—212+3fn+a — ¢ _e—2mz+3m

La soluzione generale dell’equazione differenziale &, quindi, del tipo:

y=Fk e keR.
La condizione iniziale consente di determinare la costante:

y(0) =4 o ke = -4 & k=—4

Quindi:
y = _46—212+31
n.2
Consideriamo I’equazione differenziale y"— 2y'— 3y = —3z e la sua omogenea associata: y"— 2y'— 3y = 0.
3
polinomio caratteristico@ \* — 2\ —3 = 0, edisuoizerisono \, =1+2 = < .
-1

Soluzione generale dell’equazione omogenea associata:
f(:c) =ce” +ce”

Ricerca integrale particolare dell’equazione non omogenea; proviamo con un polinomio di 1° grado del tipo:

g(m) =azr+b

Derivando otteniamo

g'(m) =a e g"(m) =0
Sostituendo nell’equazione di partenza otteniamo la relazione

0—2a— S(am + b) =-3r & (—2(1 — Sb) —3ax = -3z

che risulta un’identita se e solo se:

2a-3=0 |p—_2

< 3

—3a = —3 0 =1

. . N 2
L'integrale particolare cercato & g(z) =z —=.

3
Concludendo, la soluzione generale dell’equazione differenziale data é:

y=ce’ +ce’ +u -3

n.3
Osserviamo che:

2 A B (-A+ B)z+34

3t —22 1z 3—a 3z — 2°
Affinché la precedente sia una identita & necessario (e sufficiente) che:



B-—A=0 B =
34 =2

WIN W

Pertanto abbiamo dimostrato che

2 211 1
==+
3r—2> 3lz 33—z

400 b
f 2 dr = lim 2 dx
4

R - botood 4 3z — 22

Consideriamo ora:

Calcoliamo I'integrale:

b 2 M1 1 2 2 )
f dr =— | —+ dmz—[ln|;v|—ln|3—x”bz—ln v = —|ln b
4 3z —2° 3Jiz 3-=2 3 + 3 3—z|, 3 —b
Quindi:
+00 b
f 2 dr = lim 2 dr = limgln b —In4 :z[lnl—lnél}:—zlnél
+ 3z —12° b—too oy 3z — g b—too 3 - 3 3
= l'integrale converge a —§1n4 .
n.4
Calcoliamo le intersezioni della curva con I'asse x:
mZ—%ﬁ=0<:>%m2(5—m)=0<:>x=0,x=5
a) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
2 1 . 22
dV =7w(f(z)) do = —7(52® —2* ) dz
((2)) e = L{sa® )
Integrando nell’intervallo [0,4] otteniamo:
1 [ f 1o S 1 S10 ., o
|74 =—7Tf (53@2 —$5)2dx =—7rf (25$4 —102° —l—a:")dac S o +
25 Jo 25 Jo 25 6 7
1 ' ' 7 1 1 1 1 1 2 .
S FOET —|—5— =—7-5|-—=4+=|= 31257 —— — 920 s
25 3 7 52 5 3 7 105 21
b) Applicando il metodo dei gusci cilindrici, I'elemento di volume &
2 ‘
dV = 2nzx - f(ac)dx = %(5353 — x4)d$
Integrando nell’intervallo [0,5] otteniamo:
2 g . 2 1 . 2 11 12 .
V2=—7T (5$J—$4)da§=—ﬂ-§$4——$° ) ) g
5 Jo 5047 57 5 4 5
c) Applicando il metodo delle fette, I’elemento di volume &
1 ; N 1
dV =8 (z)dx = =(52*> —2* ). —dz = =(5 — z)e"dz

Integrando nell’intervallo [0,5] otteniamo:

Vv, Z%fs(f)—m)e’dx = fse’dx—%fsme’dx
0 0 0
fsm-e’dm = [;EeTE —fse’d;v

0 0

B-3

Integrando per parti:

Quindi:




V3zfse“dm—l[m-e“r—l—lfse“dx:gfse’dx—l[f)es—O}zg[e“r—65zges—g—e
0 5 O 5Jo 5Jo 5} 5} 0 ) )

n.5
In8

e“Ne' + 1dzx.

L’area cercata € data dall’integrale:
In3

Posto t = e 4 1, risulta: dt = e"dx.
Inoltre,se z =In3 risulta t = e™* +1=4;se z=In8 risultat =™ +1=9.
Pertanto:

9 1

> 2ﬁ9 2\/*3 JI¢ 38
2dt = |2t :—[ 9 — 4}:—u
’ 3|, 3 3

In8

9
e‘Ne' +1dx = f \/Edt =
4

In3

n.6
21 3 1

Lamatrice A = |40 —1 —2| harango: rg(4) < 3.
60 2 -1

Per determinarlo, calcoliamo il determinante del seguente minore, applicando il metodo di Sarrus:

1 3 111 3
0 -1 -2/0-1=14+4=5=0
0 2 —-1]0 2
= rg(A) =3
n.7
Calcoliamo il determinante:
1 0 010
detA=1[0 1 4/01=1=0
0 0 1100
= Matrice invertibile.
Calcoliamo la matrice cofA:
a1 o4 0 0 0 0
An:(_l) 01:1 A21:_0 1:0 Aslzl 4:
L]0 4 10 10
4y, =(=1) 7 =0 A =1y 4| =1 A==l 471
Lalo 1 10 10
Ald ( ) 0 0 AZJ 0 0 33 0 1
1 0 O ) 1 0 O
= cofA=[0 1 0= A" =—(cofa) =]0 1 —4
det A
0 -4 1 00 1

n.8

3z + dy + 62 = 12
a) Perrisolvereil sistema {2z +y = 4

3z 4+ 4y + 52z =11

applichiamo il metodo di riduzione di Gauss:



3 5 6|12 3 5 612 3 5 6|12 3 5 6(12 5 6112
21 0(4|—>12 1 0({4]|—>|0 7 1212/ > |0 0 5|5 | = 1 1|1
3 4 5|11 01 1|1 01 1]1 01 1|1 0 1|1
3 5 6|12 3 0 6|12 3 0 0|6 1 0 2
—-/0 1 0{0|—>|0 1 00| —>|0 1 0|0]—>]|0 1 0
0 0 1|1 0 0 1|1 0 0 1|1 0 0 1

Soluzione: (2,0,1)

S+ Ty—2=0
b) Perrisolvereil sistema 2z +y — 2z =0 applichiamo ancora il metodo di riduzione di Gauss:
3z —9y — 5z =0

5 7 -1 5 7 -1 5 7 -1 5 7 -1 5 7 —1
21 -1|]—>|5 -8 -6/—>|0 15 5|—>|0 3 1| —>|0 3 1
3 -9 -5 3 -9 =5 3 -9 -5 0 66 22 0 0 O

510 0 1 20
- -

0 31 0 31
z+2y=20 T = -2y
3y +2=20 z=—=3y

Otteniamo, quindi:

Il sistema ha oo' soluzioni:
(_23/7:(/7_33/)’ vy S R



