O APPELLO ORDINARIO: quesitin.1/2/5/6/7/10
O COMPITINO A: quesitin.1/2/3/4/5
O COMPITINO B: quesitin.6/7/8/9/10/11/12
Testo della prova d'esame (A)

QUESITO 1 ( /7)

Studiare la funzione f(z) =

3

5 determinando esplicitamente dominio, parita, segno ed eventuali intersezioni
- —1

23:(332 +3)

(-]

’

con gli assi, eventuali asintoti, monotonia ed eventuali estremi. Dopo aver verificato che f"(;z:) =

determinare concavita ed eventuali flessi. Disegnare il grafico della funzione.

QUESITO 2 ( /6)

La funzione y=x[&* e laretta y=ex siintersecano nell'origine ed in un altro punto P. Dopo aver determinato le
coordinate del punto P, scrivere I'equazione della tangente al grafico della funzione nel punto P.

QUESITO 3 ( /6)

Verificare se la funzione f(z) = z n
x

. soddisfa le ipotesi del Teorema di Lagrange nell'intervallo [0, 2] ed

individuare, in tale intervallo, i punti che soddisfano la relazione da esso espressa.

QUESITO 4 ( /6)

. S - . . xInx
Determinare le equazioni degli asintoti della funzione f (x) =

x-2

QUESITO5 ( /6)

Dato il grafico della funzione f(a:) in figura, disegnare i grafici delle funzioni seguenti, negli spazi a disposizione in

guesto foglio.

y=1(z) v =|f(x)]

6 ..]" s\ ¥




Individuare le ascisse degli eventuali punti angolosi della funzione y = |f(;r;)| e le equazioni degli eventuali

asintoti verticali della funzione y = 1n|f(q:)|.

QUESITO6 ( /4)

Risolvere il problema di Cauchy:
y(0)=1

y'—zy+4z =0

QUESITO 7 ( /4)

a)

b)

La funzione f(z) =4 — 2% descrive la superficie S in figura, base di

un solido le cui sezioni con piani ortogonali all’asse x sono quadrati.
Determinare il volume del solido.
Dimostrare che esistono due numeri reali A e B tali che

1 A B . .
= + e studiare la convergenza dell'integrale

2-1 z-1 z+1
+00 1
f dx
2 2?21

QUESITO 8 ( /4)

1 20

Dire se lamatrice [0 1 0] einvertibile e, in caso di risposta affermativa, determinarne l'inversa.

0 01

QUESITO 9 ( /5)

Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea: y"— 2y'— 8y = ¢**.
QUESITO 10 ( /4)
Risolvere i seguenti sistemi lineari:
20 +y+22=5 z+3y+2=0
a) {—z—2z=-3 b) 152 —-3y—42=0
dr—y+2=17 20 —4y — 32 =0

QUESITO 11 ( /5)

a)

Determinare il rango della matrice:

== O W
|
—



03 10
b) Calcolare il prodotto tra la matrice A= e la sua trasposta.
02 00

QUESITO 12 ( /5)

Tra le primitive della funzione f(z) = z-e > sia F(z) quella passante per il punto (0,1); calcolare

Jim P (s)
SOLUZIONI
N.1
3
La funzione f(z) = f ha dominio D:x# +1.
2 _
0 PARITA: f(-X)= (=%’ =X =-f(x) O funzione dispari!!
(-x)P-1  x*-1 h -1 0 1
0 SEGNO: _T_]"'T"'
+ - - +

La funzione passa per 'origine.

- |+ | - +
O  ASINTOTI:
3
lin} > = oo 0 x=1 e asintoto verticale per la funzione (e, per simmetria, anche x=-1 & asintoto
z—=lg? — 1
verticale.
3 1’3
lim = lim ——— = lim = oo [ no asintoti orizzontali!!
T—00 IQ -1 T—00 o T—00
Dl B —— 1——
X fL‘Q
T
lim Iz) _ lim— % = fim—  —10m=1
r—oo I T—00 1 T— 00 1
:1:[1 — } 1-—
$2 1’2
lim £ (x)~mx = lim* XX 2 im—*_=0 0 q=0
X 00 X 00 )(2 —1 X 00 XZ _1
Quindi la funzione ammette la retta y = x come asintoto obliquo.
-3 - 0 1 3
O CRESCENZA: ,1( ,1(
3x2(x2—1)—2xD<3 xz(x2—3) ; ~ I \_\ :\ I - *
£1(x) = o es >0 ~ |~
(xz—l) (xz—l) | |
O O
Max: \/_—ﬁ
52 B
O O
min: 3,§
2 5
O CONCAVITA:
axt —6x)(x2 -1)" —2(x? -1) 2x(x* +3 ox(x2 +3 _
B e e X L S G Lo
= (¢ -1) N
+ - - +
-+ -+
Quindi la funzione data ammette un unico flesso di ascissa x, =0, P e TN S

cioé: (0,0)




N.2
Intersechiamo la curva con la retta:

= x[&*
[y = ex
L’equazione risolvente é:
ex=x[& [ x(ex —e) =0
ed ammette come soluzioni x=0,x=1.
Quindi P(Le).
Per trovare la tangente in P al grafico della funzione:
y'=e+x@ = (x+1) O m=y'(])=2e
Equazione della tangente:
y-e=2e(x-1) = y=2ex-e

N.3
La funzione f (x) e continua e derivabile nel suo dominio: x# -1.

Pertanto & continua in [0,2] e derivabile in (0,2).

0 f (X) soddisfa le ipotesi del Teorema di Lagrange nell'intervallo [0, 2].

Essendo:
0-1 2-1 1
f = ~"=-1 f(2)=——==
(0) 0+1 © ( ) 2+1 3
risulta
1+1
f(2)-f(0)_3""_2
2-0 2 3
Inoltre
X+1-x+1 2
f'(x)= =
( ) (X+1)2 (X+1)2
Pertanto:
f(2)— (0) 2 2 2
(X) 2_0 (X+1)2 (X ) X \/7

La soluzione accettabile é:



N. 4
La funzione & definita per x>0,x# 2.

1
. . Inx Ly . . xInx
0 limxinx=lim—=, lIim—%,=1lim-x=00 lim =0
x-0" x-0" X x-0" =X x-0" x-0" X —
. XInx . .
0 lim =o [] asintoto verticale: x=2
x-2 X =2
. Xlnx . X . X . 1 . . .
o lim = lim——Inx=4w essendo lim —=I|im—=10 f(x) non ha asintoti orizzontali.
X - +00 X_2 X - +00 X_2 X - +00 X_Z X — +00 2
X

1
f(x x
o lim ( )= ljm N =y Iim%zo O f(x) non ha nemmeno asintoti obliqui.

PRI ¢ Xt Y — D X — +00

N.5

k i _I'(A'}Ii
. AN

g =
1 s

b L ox

0 Llafunzione y= |f (x)| ha un punto angoloso in x=0, ma nonin x=2 in quanto la funzione f (x) ha ivi

tangente orizzontale.
0 Llafunzione y= In|f (x)| ammette asintoti verticali x=0 e x=2 in corrispondenza degli zeri della funzione

f(x).

N. 6
Separiamo le variabili:

y—ay+4r=0 = y'=x(y-4) = %:xdx

Integrando membro a membro otteniamo:

2
In|y—4|=X?+c



e passando all’esponenziale

XZ

X

= ly-4=¢le?

y-g=eT

da cui si ricava y=4+k[@2 con kOR.
Determiniamo la funzione che risolve il problema di Cauchy:

La soluzione cercata €, quindi:

N.7

a) L’elemento divolume & dV = S(x)dx =

y(0)=1 = 4+k=1 = k=-3

XZ

y=4-3@2

¥ [

2 O 8 O 80_
V[ 4-Xdx=Ax-"-f =8—-——-8+—
I—z Eﬂ 3%2 3 B_ 3E|_
b) Affincheé risulti = A dev’essere:
mQ—]_ z—1 r+1
1 (A+B)z+(A-B)
22 —1 22 —1
da cui si ricava il sistema
o1
A+B=0 QA‘_E
Ha-B=1 ~ H _1
£="3
Quindi:
1 101 10
-1 2Bk-1 x+1H
Per definizione:
00 b
f+ dr = lim1 1 — 1 dr = lim
| b—+002Y2 x —1 x+4+1 b—+o0 2
= lim b Lonig-l Inl+|n3)=|n—3
b- +m2 “o+1 "3H 2
) In3
L'integrale converge a -
N.8

Calcoliamo il determinante della matrice, applicando il metodo di Sarrus:

1 2 012
0 1 001=120 O lamatrice e invertibile.
0 0 1400

Per trovare I'inversa, calcoliamo la matrice cofattore:

1|1 0
Al:(_l) 0 1=1

2+12 0
A==, 1‘=2

1|2
A= =0

00
=(-1)"*|" =0
1
= —12+2 =1
10
_ _13+2 -0
01 0 oC + L -2 00
cofA=r2 1 00 P Lo I A 0

Ho o 1f A H 0 1

x)g dx = (4— xz)dx . Integrando, otteniamo:

32

l[1n|:z: — 1| — 1n|x + 1”; =

1#3/0 1
Al3 - (_1) 0 O‘
23|l 2
As = (_1) 00
as|l 2
A=(-07))




N.9

Prima di risolvere I'equazione non omogenea y"— 2y'— 8y = ¢**, dobbiamo trovare la soluzione generale
dell’equazione omogenea associata:
y"—2y'-8y =10
L’equazione caratteristica é:
4
A*-24-8=010 é:1+8:9D 113:/|
4 -2
Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea é:
»= CleAX + Cze_zx
Cerchiamo ora un integrale particolare dell’equazione non omogenea tra le funzioni del tipo f (x) = ke™.
Derivando otteniamo:
f'(x)=2ke” e f"(x)=4ke™
Sostituendo:

ke*[4-4-8|=e” « -Bke™ =™ = k= —%
La soluzione cercata €, quindi:

o 1
y - Cle4x +Cze 2X _§e2x

N. 10
2r4+y+22=5
a) Risolviamo il sistema {—z — 2 = —3  applicando il metodo di Gauss:
dx—y+2=7
02 1 2(50 (2 1 250 2 0 26LC (L 0 1 30
510 -1-33- 1 0-15~ D 1 0-1F - D 1 0-17
Ha -1 1|7 B -1 17 H o 16F [ o 36(
m 0 1 30 (I 0 O 10
~h 1013~ 1 017
B o 12 (b o 12f

La soluzione del sistema &
(1L-1,2)
T+3y+2=0
b) Risolviamo il sistema {5z — 3y — 42z = 0 applicando il metodo di Gauss:
2 —4y — 32 =0

m31E DlSlE DlSlE [ILlOE [ILlOE 100
B -3 -4r (b -3 A-- (b 3 A-- (b 5 0F- 1 0[*%)2%
R -4 -3t 10 50 O 2 1F B 2 1F B 2 1F

X+y=0

Il sistema si e ridotto a % . ed ammette o' soluzioni, del tipo:
y+tz=

=0
(-y.y.—2y),yOR
N. 11
a) Osserviamo che nella matrice
30 0 =5
01 2 -1
A=
1 0 -2 1
11 0 0

la 4° riga & la somma della 2° e della 3° O rg(A)<4.



Calcoliamo il determinante del minore di ordine 3

applicando il Teorema di Laplace alle 1° riga:

0 0 5 L 5
detM =1 2 - =(—1)1*3(—5)‘0 _‘ 10#0
0 -2 1

Quindi rg(A) =

— 03 1C -2C
b) Consideriamo A= 5 O[ e la sua trasposta A’ = E%ll [ Il loro prodotto scalare righe per colonne é:
L

0
0 -6
ATA = m E
D-G 4
N. 12
Integrando per parti:
1 1 1 1 2

Ix@e‘zx dx=——x®‘2X—I——e‘2X Adx=-=x@E>-Ze*+c
2 2 4

Imponendo la condizione di passaggio per (0,1) :

F(0) P .
4 4
Quindi la primitiva cercata e
F(x)=-e? 27142
4 4
Calcoliamo il limite:

lim e ﬁ—l I|m g lim —— 2 =0

X to0 X +00 Xa+m8 92X

quindi

lim F(x) = lim-e™ ==
Xt X-wton 42 1 4



Testo della prova d'esame (B)

QUESITO 1 ( /7)
3
Studiare la funzione f(x): 5 determinando esplicitamente dominio, parita, segno ed eventuali
x°—4
intersezioni con gli assi, eventuali asintoti, monotonia ed eventuali estremi. Dopo aver verificato che
8m(x2 + 12)
f"(x) = determinare concavita ed eventuali flessi. Disegnare il grafico della funzione.
(2" -4)
QUESITO 2 ( /6)

La funzione y=x[&™ e laretta y=ex siintersecano nell'origine ed in un altro punto P. Dopo aver determinato le
coordinate del punto P, scrivere I'equazione della tangente al grafico della funzione nel punto P.

QUESITO 3 ( /6)

Verificare se la funzione f(z) =
T

Z soddisfa le ipotesi del Teorema di Lagrange nell'intervallo [-1, 1] ed

individuare, in tale intervallo, i punti che soddisfano la relazione da esso espressa.

QUESITO 4 ( /6)

. S - . . xInx
Determinare le equazioni degli asintoti della funzione f (x) =

x-3

QUESITO5 ( /6)

Dato il grafico della funzione f(x) in figura, disegnare i grafici delle funzioni seguenti, negli spazi a disposizione in

questo foglio.

v=1x) o= 15(2)




Individuare le ascisse degli eventuali punti angolosi della funzione y = |f(:z:)| e le equazioni degli eventuali

asintoti verticali della funzione y = ln|f(.7:)|.

QUESITO6 ( /4)
y'—ay + 62 =0

Risolvere il problema di Cauchy:
y(0)=1

QUESITO 7 ( /4) ¥y
a) La funzione f(ac) = V9 — z? descrive la superficie S in figura, base di

un solido le cui sezioni con piani ortogonali all’asse x sono quadrati.
Determinare il volume del solido.
b) Dimostrare che esistono due numeri reali A e B tali che

1 A B . .
= + e studiare la convergenza dell'integrale o

2—-4 z-2 x+2
+00 1
f dx
3424

QUESITO 8 ( /4)

1 00
Dire se lamatrice [ —3 1 0] e invertibile e, in caso di risposta affermativa, determinarne l'inversa.
0 01

QUESITO 9 ( /5)

Risolvere la seguente equazione differenziale lineare non omogenea: "+ 2y'— 8y = e 22.

QUESITO 10 ( /4)

Risolvere i seguenti sistemi lineari:

ESX—2y+22=8 x+3y+2=0
a) O2x-y-2z=-5 b) {—2z+4y+32=0
B—x—z:—3 t+y=0

QUESITO 11 ( /5)

300 4
. . . 0110
a) Determinare il rango della matrice:
1100
311 4

. . 0o 1C
b) Calcolare il prodotto tra la matrice A= 3 oL e la sua trasposta.
- L

QUESITO 12 ( /5)

Tra le primitive della funzione f(z) = z-¢*" sia F'(z) quella passante per il punto (0,2); calcolare

lim F(z)

r——00



SOLUZIONI

N.1
3
La funzione f(z) = 233 ha dominio D:x# 2.
- —4
. (-x)* x> . N
0 PARITA: f(-x)= L =- =-f(x) O funzione dispari!! _2

La funzione passa per 'origine.

0 2
0 SEGNO: = T_ I"‘ T +
+ - - +

| |

- |+ — +
O ASINTOTI:
3
lim 5 = oo [J x=2 e asintoto verticale per la funzione (e, per simmetria, anche x=-2 & asintoto
:1:—»22; —4
verticale.
3 ZL'3
lim = lim = lim = oo [ no asintoti orizzontali!!
r—00 pf — 4 T—00 o 4} T—00 4
|1 —-— 1—-—
.732 IQ
T
hmf()—lim z = lim =10 m=1
T—00 I 2—00 4 T—00 4
x[1 - } 1-=
332 IQ
fim £ (x)—~mx=limX XX _jim 2 _0 0 g=0
X R A i
Quindi la funzione ammette la retta y = x come asintoto obliquo.
-23 2 0 2 23
O  CRESCENZA: a( a(
3¢ (¥ -4)-2x¢ (¥ -12) ) R R
£1(x) = T s >0 ~ |~
(x2 —4) (x2 —4) I I
Max: (-2v/3,-3V3)
min: (2«/5,3\/5)

O CONCAVITA:

_ (40 -24x) (¢ -4) -2 -4)i2x(x* -126¢) _x(x+12)

2
fr(x)= (X2_4)3 =.. (X2_4)3 : ; T: t T I

Quindi la funzione data ammette un unico flesso di ascissa x, =0,
cioé: (0,0)




N.2
Intersechiamo la curva con la retta:

L’equazione risolvente é:

ed ammette come soluzioni x=0,x=1.
Quindi P(-1-e).
Per trovare la tangente in P al grafico della funzione:
y'=e*-x&*=e*(1-x) 0 m=y'(-1)=2e
Equazione della tangente:
y+e=2e(x+1) = y=2ex+e

N.3
La funzione f (x) e continua e derivabile nel suo dominio: x# -2.

Pertanto & continua in [~11] e derivabile in (-11).

0 f (X) soddisfa le ipotesi del Teorema di Lagrange nell'intervallo [-1,1].

Essendo:
f(—]_):_l_zz—s e f(l):gzz—l
-1+2 1+ 3
risulta
_1+3
-1 _"3*3_4
1-(-1) 2 3
Inoltre
oy X+t2-x+2 4
f(X)— 2 2
(x+2) (x+2)
Pertanto:
f(2)-f (0
T LA L )R S PO SRV
2-0 (x+2) 3
La soluzione accettabile é:
x:—2+\/§
N.4
La funzione é definita per x>0,x# 3.
1
0 Iimxlnx:IimIn—_i(:H lim—X_=lim-x=0 0 limX"X=0
X~ 0" x-0" X x-0" —X X~ 0" x-0" X—3
0 Iimm:oo [0 asintoto verticale: x=3
x-3 x—-3
0o lim Xinx _ lim —X_Inx = +c0 essendo lim —— = Iimizl O f(x) non ha asintoti orizzontali.
Xoto X =3 x-te x—3 Xoto X—=3  xete, 3
X
1
f(x «
o lim () Iimln—);:H Iim%:O O f(x) non ha nemmeno asintoti obliqui.
X - +00 X X0 Y — X - +00



N.5

=l ()

el ) 1

|
I 1y = Inif{x)
s i

I
=1l

0 Llafunzione y= |f (x)| ha un punto angoloso in x=-1, manonin x=1 in quanto la funzione f (x) ha ivi

tangente orizzontale.
0 Llafunzione y= In|f (x)| ammette asintoti verticali x=-1 e x=1 in corrispondenza degli zeri della funzione

f(x).

N.6
Separiamo le variabili:

Ay
y—-6

y'—zy+62=0 = y'=x(y-6) < = xdx

Integrando membro a membro otteniamo:
2
X
Inly—-6=—+c
v-6=3

e passando all’esponenziale

ly-6|= e 2 o ly-6=¢ @2
da cui si ricava y=6+k@2 con kOR.
Determiniamo la funzione che risolve il problema di Cauchy:

y(0)=1 = 6+k=1 = k=-5
La soluzione cercata €, quindi:

XZ

y=6-5[&2

N.7
a) Lelemento divolume & dV = S(x)dx = Ef (x)g dx = (9—x2)dx. Integrando, otteniamo:



s
v:fg—xzdx:%x—x—g =721 007, 210 —3ey?
-3 0 30 3 Er 35
3
b) Affincheé risulti 1 = A + B dev’essere:
2 -4 T-2 xT+2

1 (A+ B)z + (24 -2B)

22 —4 2?2 —4
da cui si ricava il sistema

N

DA+B=0
%A—ZB=1

=4

I]j@ I:II]]%I:I

1
4
Quindi:
1 _101  1¢C
-4 4Fk-2 x+2F

Per definizione:

00 b
f+ 1 dr = liml LI dr = lim 1[ln|gc—2|—ln|x—&—2”{):
3 224 b—otood U3 g —2 x4+ 2 b—-+oo 4 3
= lim lan b-2 —InlD:l(ln1+ln5)=ln—5
-4 |b+2| 51 4 4
’: In5
L'integrale converge a i
N. 8
Calcoliamo il determinante della matrice, applicando il metodo di Sarrus:
1 0010
-3 1 0/-31=1%#0 U la matrice & invertibile.
0 0100
Per trovare I'inversa, calcoliamo la matrice cofattore:
+ 1 0 142 _3 0 1+3 _3 l
= —111 =1 =(-1 =3 =(-1 =0
A=) 0 A= ] A=(S g
+ 0 0 2+21 2+31 0
= —]_21 =0 =(-1 =1 =(-1 =0
a=(3f ] A=(97) ] A=) o
4[0 O s2|1 0 wafl
= —131 =0 =(-1 =0 =(-1 =1
Quindi:
L 3 oC + L 0 OC
cofA
cota=h 1 ocp A=) L0 oL
0 1 A 0 1
N.9

Prima di risolvere I'equazione non omogenea y"+ 2y'— 8y = e 2*, dobbiamo trovare la soluzione generale
dell’equazione omogenea associata:
y'"+2y'=8y =0
L'equazione caratteristica é:
-4
A*+21-8=00 %:1+8=9D 1+3=

Quindi la soluzione generale dell’equazione omogenea é:

p=ce +e,e”
Cerchiamo ora un integrale particolare dell’equazione non omogenea tra le funzioni del tipo f (x) =ke™*.
Derivando otteniamo:



f'(x)=-2ke* e f"(x)=4ke™
Sostituendo:
ke [4-4-8] = - -Bke? =e® « k= —%
La soluzione cercata €, quindi:
—2X

- 1
y:Cle 4X +C262x _ge

N. 10
[bx-2y+2z=8
a) Risolviamo il sistema E}—Zx— y—2z=-5 applicando il metodo di Gauss:
B—x—z:—3
o5 -2 2| 8L [b -2 28C (b 0 2 60 b 0 260
52 -1 2-5c- P -1 Q1F~ D 1 0-1- - D 1 0-1g—
Hi1 o -4-3k R o 13 H o 13F [ o 39H

b 0 260 [ 0 00O

La soluzione del sistema &

z+3y+2=0
b) Risolviamo il sistema { -2z + 4y + 3z = 0 applicando il metodo di Gauss:
z+y=0
o1 3 DllOD [IllO[ 1 0C 1 0C
0 C C (1100
=2 4 3 1k 2 1F > 2 1Fr > 0
P21F
1 10 2 4 3 21 00
Il sistema si & ridotto a % tY= o ed ammette o' soluzioni, del tipo:

(-y.y.-2y),yOR

N. 11
a) Osserviamo che nella matrice
3 0 0 4
01 10
A=
1 1 0 0
31 1 4
la 4° riga & la somma delle prime due O rg(A)<4.
Calcoliamo il determinante del minore di ordine 3
M 0 4[
M=t 1 0F
i 0 of
applicando il Teorema di Laplace alle 1° riga:
0 0 4
detM =|1 1 0:(—1)1*3m~]1 1‘:—4;&0
100 10

Quindi rg(A) =

0o 1C -3C
b) Consideriamo A= 3 2[ e lasuatrasposta A" = E;ll [ Il loro prodotto scalare righe per colonne eé:
LI



AA" =

H
&
]

N. 12
Integrando per parti:

Ix@3X dx:%x&3X —I%e3X Eldxzéxﬂf‘X —%e” +c

Imponendo la condizione di passaggio per (0,1):

F(o):—3+c:2 o =2
9 9
Quindi la primitiva cercata e
F(=2te
Calcoliamo il limite:
lim X te = jim X to i 2 =0
x-== 9 x-mo Qg7 T xo e =27
quindi
lim F (x) = lim 22419219

) 9 9



